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Einleitung

\Um nun diese Ideen na
h einem Prinzip mit systematis
her

Pr

�

azision aufz

�

ahlen zu k

�

onnen, m

�

ussen wir erstli
h bemerken,

da� nur der Verstand es sei, aus wel
hem reine und transzendentale

Begri�e entspringen k

�

onnen, da� die Vernunft eigentli
h gar keinen

Begri� erzeuge, sondern allenfalls nur den Verstandesbegri� von den

unvermeidli
hen Eins
hr

�

ankungen einer m

�

ogli
hen Erfahrung frei ma
he

und ihn also

�

uber die Grenzen des Empiris
hen, do
h aber in Verkn

�

upfung

mit demselben zu erweitern su
he."

Immanuel Kant, [39℄.

Riemann f

�

uhrte im Jahr 1857 in seiner Arbeit 'Theorie der Abel's
hen Fun
-

tionen' [64℄ den Begri� der Darstellung algebrais
her Funktionen ein, der heute

unter dem Namen Riemanns
he Fl

�

a
hen bekannt ist. Algebrais
he Funktionen

werden dur
h eine Glei
hung f(x; y) = 0 mit f(x; y) 2 C [x; y℄ de�niert. Grund-

lage dieser Darstellung ist die Kompakti�zierung der komplexen Zahlen C , die

heute als Riemans
he Zahlenkugel bekannt ist. Jeder Punkt x

0

auf dieser Zahlen-

kugel erzeugt ein Primideal bzw. ein maximales Ideal < x � x

0

>� C [x℄. Diese

maximalen Ideale enthalten Nullstellen oder Polstellen einer rationalen Funktion

f 2 C (x) und aus diesem Grund werden sie als Stellen bezei
hnet. Clebs
h und

Gordan (1863-66)[6℄ entwi
kelten im Ans
hlu� an Riemanns Untersu
hungen die

Theorie in einem geometris
hen Zusammenhang. Diese Darstellung f

�

uhrte zu der

algebrais
h-geometris
hen Betra
htungsweise. Dedekind und Weber (1880) [10℄

begr

�

undeten die Theorie der algebrais
hen Funktionen unter Verwendung aus-

s
hlie�li
h algebrais
her Methoden. Der zugrundeliegende Begri� ist der Begri�

des Ideals. Hensel und Landsberg [33℄ setzten die Entwi
klung auf dem alge-

brais
hen Weg fort und legten der Theorie der algebrais
hen Funktionen einer

Variablen den Divisorbegri� zugrunde. Diese Theorie wurde auf der Grundlage

arithmetis
her Untersu
hungen von Kummer und Krone
ker, sowie funktionen-

theoretis
her Methoden von Weierstrass entwi
kelt und sp

�

ater dur
h eine allge-

meinere K

�

orpertheorie sowie dur
h die Bewertungstheorie unterbaut. Weil [95℄

�

ubertrug das Wesentli
he der funktionentheoretis
hen Ans

�

atze ins rein Algebrai-

V



VI EINLEITUNG

s
he. Dieser R

�

u
kbli
k soll erkl

�

aren, warum man in der Literatur die Begri�e des

Primdivisors vom Grad eins, des maximalen Ideals eines Bewertungsringes, des

rationalen Punktes und der Stelle synonym verwendet.

Die algebrais
hen Funktionen auf einer Riemanns
hen Fl

�

a
he bilden einen K

�

orper

und aus diesem Grund spri
ht man in algebrais
hem Zusammenhang von einem

algebrais
hen Funktionenk

�

orper. Die Theorie der algebrais
hen Funktionenk

�

orper

bildet eine Br

�

u
ke zwis
hen der Funktionentheorie, der algebrais
hen Geometrie

und der algebrais
hen Zahlentheorie.

Wenn man ni
ht C , sondern einen K

�

orper k wie Q oder einen endli
hen K

�

orper als

Ausgangspunkt f

�

ur die Untersu
hungen verwendet, entsteht eine Theorie, die in

zahlentheoretis
hem bzw. algebrais
h-geometris
hem Zusammenhang von Bedeu-

tung ist. Eine der interessantesten Fragen ist: Wie gro� ist die Anzahl der L

�

osun-

gen (�; �) der Glei
hung f(x; y) = 0 mit f(x; y) 2 k[x; y℄, so da� (�; �) 2 k � k?

Der Grad einer Stelle gibt Auskunft dar

�

uber, ob man k oder eine Erweiterung

von k betra
hten mu�. Im Falle der Stellen vom Grad eins betra
htet man k. Ein

Funktionenk

�

orper mit vielen Stellen vom Grad eins ist ein K

�

orper, dessen de�-

nierende Glei
hung viele L

�

osungen in k � k hat. Bes
hr

�

ankt man si
h auf einen

Teilring R � k (z.B. Z � Q) so liegt nahe, da� es eine Verbindung mit der Theorie

der Diophantis
hen Glei
hungen gibt. Im Falle eines Zahlk

�

orpers wei� man, da�

es endli
h viele L

�

osungen gibt, wie die Arbeiten von Faltings [17℄ und Wiles [97℄

zeigen. Ist k endli
h, so ist die Anzahl der L

�

osungen o�ensi
htli
h endli
h, die

Frage ist nun die Bestimmung der Anzahl der L

�

osungen bzw. von S
hranken f

�

ur

die Anzahl der L

�

osungen; die Beantwortung dieser Frage ist ni
ht trivial [50℄. Im

Folgenden wird die Gliederung der vorliegenden Arbeit erl

�

autert:

In Kapitel 1 werden die Begri�e aus der allgemeinen K

�

orpertheorie sowie aus

der Theorie der endli
hen K

�

orper zusammengestellt, die sp

�

ater entweder verwen-

det werden oder einfa
h das Verst

�

andnis der Begri�e der Theorie der algebrai-

s
hen Funktionenk

�

orper erlei
htern sollen. Im Abs
hnitt

�

uber algebrais
he Funk-

tionenk

�

orper wird, au�er der Einf

�

uhrung von Notation und grundlegenden De�-

nitionen, auf die Erzeugung der Funktionenk

�

orper und auf ihre Darstellung, bzw.

auf die Darstellung der Elemente des Funktionenk

�

orpers eingegangen. Im letzten

Abs
hnitt dieses Kapitels werden Grundbegri�e vorgestellt, die eine algebrais
h-

geometris
he Interpretation der Ergebnise der Theorie der algebrais
hen Funktio-

nenk

�

orper erm

�

ogli
hen.

Kapitel 2 f

�

uhrt die von uns verwendeten Begri�e der Bewertungstheorie ein, und

zwar nur in diesem sehr bes
hr

�

ankten Umfang. Die Bewertungstheorie erm

�

ogli
ht

u.a. Aussagen

�

uber Teilbarkeit in Aussagen

�

uber eine Abbildung auf eine geord-

nete Gruppe zu

�

ubertragen. Ans
hlie�end wird der Begri� der Stelle vorgestellt.

In Kapitel 3 werden der Begri� des Divisors eines Funktionenk

�

orpers de�niert und
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Aussagen

�

uber die Struktur der Menge der Divisoren eines Funktionenk

�

orpers ge-

ma
ht.

In Kapitel 4 wird der Satz von Riemann{Ro
h formuliert. Es handelt si
h um die

wi
htigste Aussage der Theorie der algebrais
hen Funktionenk

�

orper.

In Kapitel 5 werden grundlegende Begri�e, die bei der Untersu
hung von Funk-

tionenklassen von gegebenem Ges
hle
ht verwendet werden, eingef

�

uhrt und Glei-


hungen, die Funktionenk

�

orper von gegebenem Ges
hle
ht de�nieren, konstruiert.

Da uns aber der Fall eines endli
hen Konstantenk

�

orpers interessiert, wird in Ka-

pitel 6 eine Verallgemeinerung des Begri�es der Reduktion modulo p de�niert,

um u.a. die

�

Ubertragbarkeit aller vorher erstellten Glei
hungen auf diesen Fall

si
herzustellen.

In Kapitel 7 werden S
hranken f

�

ur die Anzahl der Primdivisoren vom Grad eins

eines Funktionenk

�

orpers und Methoden zur Konstruktion von Funktionenk

�

orpern

mit vielen Primdivisoren vom Grad eins vorgestellt.

Eines der Hauptziele dieser Arbeit ist eine Einf

�

uhrung in die Untersu
hung von

Klassen von Funktionenk

�

orpern und der Anzahl der Primdivisoren vom Grad

eins der Funktionenk

�

orper einer Klasse. Es werden zwei klassis
he Probleme an-

gespro
hen und zwar die Untersu
hung der Modulvariet

�

at der Funktionenk

�

orper

von gegebenem Ges
hle
ht

�

uber einem K

�

orper k und die Bestimmung der Anzahl

der rationalen Punkte einer Kurve (die Primdivisoren vom Grad eins des entspre-


henden Funktionenk

�

orpers).

Der gew

�

ahlte Zugang zu diesen Problemen verwendet nur arithmetis
h-algebrais
he

Methoden und geringe te
hnis
he Mittel. Abs
hlie�end wird anhand von Beispie-

len gezeigt, wie die entwi
kelte Theorie zur expliziten Konstruktion von Funk-

tionenk

�

orpern mit vielen Primdivisoren vom Grad eins angewandt werden kann,

wie man experimentell m

�

ogli
he Zusammenh

�

ange zwis
hen der Modulvariet

�

at el-

liptis
her Kurven

�

uber F

2

4

, Konstantenk

�

orpererweiterungen und der Anzahl der

rationalen Punkten auf den Kurven ers
hlie�en kann.

Zum S
hlu� soll erw

�

ahnt werden, da� ein faszinierender Aspekt dieses Fors
hungs-

gebietes ni
ht nur das Aufwerfen von Fragen, wie die na
h der eventuellen Existenz

von Kurven, die mehr Punkte als der zugrundeliegende Raum haben, ist, sondern

au
h die M

�

ogli
hkeit von Anwendungen auf das Gebiet der Informations

�

ubertra-

gungste
hnologie (Codierungstheorie) und der Kryptographie [43℄.
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 K

�

orpertheorie

1.1. De�nition. Ein algebrais
her Funktionenk

�

orper F=k (in einer Variablen)

�

uber einem K

�

orper k ist eine K

�

orpererweiterung F von k, so da� F eine endli
he

Erweiterung von k(x) f

�

ur ein

�

uber k transzendentes Element x 2 F ist.

Die in diesem Teilabs
hnitt vorgestellten Begri�e und Ergebnisse �ndet man in

einigen Standardwerke der Algebra, Algebrais
hen Geometrie und der Theorie

der algebrais
hen Funktionenk

�

orper ([5, 8, 15, 16, 31, 54, 81, 92, 99℄).

Ein algebrais
her Funktionenk

�

orper wird dur
h sukzessive Erweiterungen kon-

struiert. Die erste davon ist transzendent und besitzt eine Basis. Wir betra
hten

allgemein eine K

�

orpererweiterung L=K. Eine endli
he Menge fx

1

; : : : ; x

n

g � L

hei�t algebrais
h unabh

�

angig

�

uberK, wenn es kein f(X

1

; : : : ; X

n

) 2 K[X

1

; : : : ; X

n

℄

gibt, so da� f(x

1

; : : : ; x

n

) = 0. Eine Transzendenzbasis von L=K ist ein maxi-

males Element (bez

�

ugli
h Inklusion) in der Menge aller

�

uber K algebrais
h un-

abh

�

angigen Mengen aus L. Die Kardinalit

�

at einer Transzendenzbasis hei�t Tran-

szendenzgrad von L=K.

Je zwei Transzendenzbasen haben die glei
he Kardinalit

�

at. Ist der Transzendenz-

grad von L=K endli
h und ist fx

1

; : : : ; x

n

g eine Transzendenzbasis von L=K,

dann ist der K

�

orper K(x

1

; : : : ; x

n

) � L isomorph zum Quotientenk

�

orper des

Polynomrings K[X

1

; : : : ; X

n

℄ in n Variabeln

�

uber K.

Da ein algebrais
her Funktionenk

�

orper eine algebrais
he Erweiterung von k(x)

ist, erw

�

ahnen wir in diesem Zusammenhang einige De�nitionen und S

�

atze:

1.2. De�nition. Es sei � algebrais
h

�

uberK. Das normierte irreduzible Polynom

m

�

(t) 2 K[t℄ mit m

�

(�) = 0 hei�t Minimalpolynom von �

�

uber K.

1.3. Proposition. Es sei � algebrais
h

�

uber K. Dann gilt:

1
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1. [K(�) : K℄ = deg (m

�

),

2. f1; �; : : : ; �

deg (m

�

)�1

g ist eine K-Basis von K(�).

Ein K

�

orper K hei�t algebrais
h abges
hlossen, falls f

�

ur jede algebrais
he Erwei-

terung L=K bereits L = K gilt. Der K

�

orper

�

K hei�t algebrais
her Abs
hlu� von

K, falls

�

K=K algebrais
h und

�

K algebrais
h abges
hlossen ist.

Algebrais
h abges
hlossene K

�

orper sind immer unendli
h. Endli
he K

�

orper sind

also ni
ht algebrais
h abges
hlossen. Der algebrais
he Abs
hlu� eines endli
hen

K

�

orpers besteht aus Einheitswurzeln.

1.4. Satz. Zu jedem K

�

orper K existiert ein algebrais
her Abs
hlu�

�

K . Der Er-

weiterungsk

�

orper

�

K ist bis auf K-Isomorphismus eindeutig de�niert.

Es gibt grundlegende Begri�e und strukturelle Aussagen der Theorie der alge-

brais
hen Funktionenk

�

orper

�

uber einen K

�

orper der Charakteristik �(K)=p, die

die Existenz eines Elementes mit bestimmten Eigens
haften voraussetzen.

Es sei L=K eine K

�

orpererweiterung. Ein

�

uber K algebrais
hes Element x 2 L

hei�t separabel

�

uber K, falls sein Minimalpolynom m

x

�

uber K separabel ist. Die

K

�

orpererweiterung L=K hei�t separabel, falls L=K algebrais
h und jedes x 2 L

separabel

�

uber K ist. Eine ni
ht separable algebrais
he K

�

orpererweiterung L=K

hei�t inseparabel.

1.5. De�nition. Ein Element x 2 L hei�t separierendes Element von L=K, falls

L/K eine endli
he separable K

�

orpererweiterung ist. Wenn es ein separierendes

Element von L=K gibt, dann hei�t L=K eine separabel erzeugte K

�

orpererweite-

rung.

Ein Element x 2 L hei�t rein inseparabel

�

uber K, falls m

x

(t) = (t � x)

n

f

�

ur

ein n 2 N gilt. Eine K

�

orpererweiterung L=K hei�t rein inseparabel, falls L=K

algebrais
h und jedes Element aus L rein inseparabel

�

uber K ist.

1.6. Proposition. Es sei L=K endli
h mit �(K) = p und rein inseparabel. Dann

gilt: [L : K℄ ist p-te Potenz.

Unter den Strukturen, die in der Theorie der algebrais
hen Funktionenk

�

orper eine

herausragende Rolle spielen und bei denen separierende Elemente von Bedeutung

sind, be�ndet si
h eine Verallgemeinerung des klassis
hen Di�erentialbegri�s:

1.7. De�nition. Es sei R ein Ring mit 1 und M ein R-Modul. Eine Abbildung

D : R!M hei�t Derivation, falls

D(a+ b) = D(a) +D(b); D(ab) = D(a) b+ aD(b) 8a; b 2 R

gilt.
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Aus der De�nition folgt, da� f

�

ur 1 2 R gilt:

D(1 + 1) = D(1) +D(1) = D(1 � 1). Dies bedeutet: D(1) = 0.

1.8. De�nition. Es seien L=K eine K

�

orpererweiterung und x 2 L=K ein se-

parierendes Element. Die eindeutig de�nierte Derivation D

x

: L ! L mit der

Eigens
haft D

x

(x) 7! 1 hei�t Derivation bez

�

ugli
h x.

F

�

ur die Abbildungskomposition im Falle einer Derivation verwenden wir folgende

Bezei
hnung: D

x

ÆD

y

= D

x

(D

y

) = D

xy

Ein bekanntes Beispiel f

�

ur eine Derivation ist jede formale partielle Ableitung

�

�x

i

: R ! R wobei R[x

1

; : : : ; x

n

℄ der Polynomring in n Unbestimmten

�

uber

einem Ring R ist. Wenn M ein Vektorraum

�

uber einem K

�

orper K ist, dann gilt:

Es sei x 2 K

�

. Aus 0 = D(xx

�1

) = x

�1

D(x) + xD(x

�1

) folgt, da� D(x

�1

) =

�x

�2

D(x). S
hl

�

usse dieser Art begr

�

unden den ersten Teil der folgenden Aussage:

1.9. Proposition. 1. Es sei R ein Integrit

�

atsberei
h mit Quotientenk

�

orper K.

Jede Derivation auf R hat eine eindeutige Erweiterung auf K.

2. Es sei L=K eine algebrais
he separable Erweiterung. Jede Derivation auf K

hat eine eindeutige Erweiterung auf L.

Bei der Konstruktion algebrais
her Funktionenk

�

orper sind zwei Erweiterungs-

typen von besonderer Bedeutung: Artin-S
hreier-Erweiterungen und Kummer-

Erweiterungen:

1.10. De�nition. Es sei K ein K

�

orper mit � (K) = p und L=K eine zyklis
he

Erweiterung vom Grad [L : K℄ = n. Es gelte ggT(p; n) = 1 und K enthalte

eine n-te Einheitswurzel (d.h. T

n

� 1 zerf

�

allt in lineare Faktoren in K[T℄). Dann

existiert ein Element � 2 L so da� L = K(�) mit

�

n

= 
 2 K; und 
 6= w

d

f

�

ur alle w 2 K und djn; d � 1

Eine K

�

orpererweiterung mit diesen Eigens
haften hei�t Kummer Erweiterung.

Die Automorphismen � aus Gal(L=K) einer Kummer-Erweiterung werden dur
h

�(�) = � � � de�niert, mit einer n-ten Einheitswurzel � 2 K.

Wenn der Primk

�

orper K der Charakteristik � (K) = p ist und man eine ni
ht rein

inseparable Erweiterung konstruieren will, verwendet man h

�

au�g Artin{S
hreier{

Erweiterungen:

1.11. De�nition. Es sei K ein K

�

orper mit � (K) = p und L=K eine zyklis
he

Erweiterung vom Grad [L : K℄ = p. Dann existiert ein Element � 2 L, so da�

L = K(�) mit

�

p

� � = 
 2 K; und 
 6= �

p

� � f

�

ur alle � 2 K:



4 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Eine K

�

orpererweiterung mit diesen Eigens
haften hei�t Artin-S
hreier-Erweiterung

vom Grad p.

Die Automorphismen � 2 Gal(L=K) einer Artin-S
hreier Erweiterung werden

dur
h �(�) = � + � de�niert, mit � 2 Z=pZ� K

1.2 Endli
he K

�

orper

Die Theorie der algebrais
hen Funktionenk

�

orper

�

uber einem endli
hen K

�

orper F

q

mit q Elementen hat gro�e Bedeutung in theoretis
her und praktis
her Hinsi
ht.

Funktionenk

�

orper

�

uber einem endli
hen K

�

orper hei�en globale Funktionenk

�

orper.

Globale Funktionenk

�

orper haben eine weitgehende Analogie zu den algebrais
hen

Zahlk

�

orpern ([8, 32℄). F

�

ur eine anwendungsorientierte Behandlung des Themas

siehe [38, 52℄. Es gibt einen Zusammenhang zwis
hen irreduziblen Polynomen

und bestimmten Grundobjekten algebrais
her Funktionenk

�

orper, die wir sp

�

ater

kennenlernen werden, den Primdivisoren eines algebrais
hen Funktionenk

�

orpers.

Aus diesem Grund stellen wir die folgende De�nitionen und S

�

atze vor:

1.12. Lemma. Es sei F

q

= F

p

n

und k 2 Z

>0

. Dann ist t

q

k

�t 2 F

q

[t℄ das Produkt

aller normierten irreduziblen Polynome g 2 F

q

[t℄ vom Grad d mit djk.

1.13. Proposition. Ein normiertes Polynom f 2 F

q

[t℄ ist irreduzibel genau dann

wenn ggT (f(t); t

q

j

� t) = 1 f

�

ur alle j mit 1 � j �

deg(f)

2

.

F

�

ur einen Beweis siehe[61℄

1.14. De�nition. Die M

�

obius �-Funktion � : N ! N wird de�niert dur
h:

�(x) =

8

<

:

1 falls x = 1

(�1)

r

wenn x ein Produkt r vers
hiedener Primzahlen ist

0 falls in x ein quadratis
her Faktor enthalten ist

1.15. Satz. A

m;q

bezei
hne die Anzahl aller irreduziblen normierten Polynome

vom Grad m in F

q

[t℄. Dann gilt:

(a) q

m

=

P

djm

dA

d;q

.

(b) A

m;q

=

1

m

P

djn

�(d)q

m=d

.

(
) A

m;q

� 1.

(d) A

m;q

�

1=m

q

m

f

�

ur m!1.

q

m

ist die Anzahl der normierten Polynome m-ten Grades von F

q

[t℄. Auf der

Su
he na
h einem irreduziblen Polynom na
h dem Zufallsprinzip, d

�

urfte man

na
h etwa m Versu
hen Erfolg haben. Zum Thema Faktorisierungsalgorithmen

und Irreduzibilit

�

atstests verweisen wir auf [60℄ und [38℄
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F

q

n

ist ein F

q

-Vektorraum. Die K

�

orpererweiterung F

q

n

=F

q

ist eine Galois Erwei-

terung vom Grad n. Die Galoisgruppe ist zyklis
h und wird dur
h den Frobenius-

Automorphismus � : F

q

n

! F

q

n

, de�niert dur
h � : � 7! �

q

, erzeugt. Diese Art

von Erweiterungen kommen insbesondere vor, wenn man den Primk

�

orper eines

algebrais
hen Funktionenk

�

orpers erweitert.

1.3 Algebrais
he Funktionenk

�

orper

In diesem Abs
hnitt werden die f

�

ur die Arbeit relevanten theoretis
hen Grundla-

gen

�

uber algebrais
he Funktionenk

�

orper bereitgestellt und Notationen vereinbart.

F

�

ur allgemeine Einf

�

uhrungen in die Theorie der algebrais
hen Funktionenk

�

orper

(einer Variablen) verweisen wir auf [8, 13, 15, 81℄, f

�

ur detallierte Darstellungen

werden [32℄ und [33℄ empfohlen. Hinsi
htli
h algorithmis
her Aspekte verweisen

wir auf [7, 34, 60, 61, 68, 77℄. Es sei k ein K

�

orper. Ein algebrais
her Funktio-

nenk

�

orper F=k ist eine endli
h erzeugte Erweiterung

�

uber k vom Transzendenz-

grad r � 1. Man spri
ht von einem algebrais
hen Funktionenk

�

orper in r Variablen.

In dieser Arbeit betra
hten wir nur endli
h erzeugte K

�

orpererweiterungen

�

uber k

vom Transzendenzgrad eins. F

�

ur eine Einf

�

uhrung in die Theorie der algebrais
hen

Funktionenk

�

orper vom Transzendenzgrad zwei verweisen wir auf [8℄.

k sei ein vollkommener K

�

orper

Wie bereits erw

�

ahnt:

Ein algebrais
her Funktionenk

�

orper F=k (in einer Variablen)

�

uber einem K

�

orper

k ist eine K

�

orpererweiterung F von k, so da� F eine endli
he Erweiterung von

k(x) f

�

ur ein

�

uber k transzendentes Element x 2 F ist.

Der K

�

orper k wird Konstantenk

�

orper genannt. Der algebrais
he Abs
hlu�

�

k von

k in F hat endli
hen Grad

�

uber k und wird der exakte Konstantenk

�

orper von

F=k genannt.

K

�

unftig verwenden wir den Ausdru
k Funktionenk

�

orper anstelle von algebrai-

s
hem Funktionenk

�

orper. Wir gehen zun

�

a
hst auf die Darstellung von Funktio-

nenk

�

orpern und dann auf die seiner Elementen ein:

1.16. Proposition. Es seien k ein vollkommener K

�

orper, x transzendent

�

uber

k, ein irreduzibles Polynom f 2 k[x; y℄ mit deg

y

(f) = n, wel
hes bez

�

ugli
h y nor-

miert und separabel ist, und � 2 k(x) mit f(x; �) = 0. Dann gilt:

F = k(x; �) ist ein Funktionenk

�

orper mit n = [F : k(x)℄, und jeder Funktio-

nenk

�

orper F kann auf diese Weise dur
h eine geeignete Wahl von x 2 F separabel

�

uber k(x) erzeugt werden. Ein sol
hes x hei�t separierendes Element von F=k.
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1.17. Proposition. Es seien k ein vollkommener K

�

orper und F=k ein Funktio-

nenk

�

orper

�

uber k.

(a) Es sei z 2 F so da� z keine p-te Potenz ist. Dann ist z ein separierendes

Element f

�

ur F=k. Insbesondere ist F=k separabel erzeugt.

(b) Es existieren x; y 2 F=k, so da� F = k(x; y).

(
) F

�

ur n � 1 ist die Menge F

p

n

:= fz

p

n

jz 2 Fg ein Teilk

�

orper von F mit fol-

genden Eigens
haften:

(1) k � F

p

n

� F und F=F

p

n

ist eine rein inseparable K

�

orpererweiterung vom

Grad p

n

.

(2) Die Frobenius-Abbildung �

n

: F ! F , de�niert dur
h �

n

: z 7! z

p

n

, ist ein

Isomorphismus von F auf F

p

n

. Infolgedessen hat der Funktionenk

�

orper F

p

n

=k das

glei
he Ges
hle
ht wie F=k.

(3) Es sei k � F

0

� F , so da� F=F

0

rein inseparabel vom Grad [F : F

0

℄ = p

n

ist.

Dann ist F

0

= F

p

n

.

Ein Element z 2 F ist ein separierendes Element von F=k, genau dann wenn

z 62 F

p

. Jedes transzendente Element x aus F=k kann als unabh

�

angige Variable

eingesetzt werden, um den K

�

orper k(x) zu konstruieren. Ist y ein weiteres tran-

szendentes Element von F=k, so mu� f(x; y) = 0 gelten, mit f 2 k[x; y℄ und

f ist ni
ht das Nullpolynom 0 2 k[x; y℄. Da y transzendent ist, kann x ni
ht

algebrais
h unabh

�

angig

�

uber k(y) sein. Dar

�

uberhinaus gilt na
h Konstruktion:

[F : k(y)℄ = [F : k(x; y)℄

_

[k(x; y) : k(y)℄ � [F : k(x)℄

_

[k(x; y) : k(y)℄ � 1

Wenn f(x; y)k(x)[y℄ das in k(x)[y℄ von f erzeugte Hauptideal ist, dann ist der Ring

k(x)[y℄=f(x; y)k(x)[y℄ ein Integrit

�

atsberei
h. Der entspre
hende Quotientenring

ist ein K

�

orper. Das Element � 2 k(x) mit f(x; �) = 0 wird formal dur
h die

Bildung dieses Quotienten bestimmt. Es handelt si
h um die k(x)-Algebra

k(x)[y℄=f(x; y)k(x)[y℄ = k(x) + k(x)� + k(x)�

2

+ � � �+ k(x)�

n�1

Wenn es ein Element � 2 F gibt, so da� f(x; �) = 0

�

uber k(x) dann sind die

Funktionenk

�

orper F = k(x; �) und F

0

= (x; �) isomorph.

Der Oberring o

F

:= k[x; �℄ von k[x℄ hei�t endli
he k[x℄-Glei
hungsordnung.

Die Abbildung von k[x; y℄ na
h k[x; �℄, de�niert dur
h f(x; y) 7! f(x; �), ist ein

Homomorphismus.

Jedes Element des Funktionenk

�

orpers F = k(x; �) kann als Polynom in � vom

Grad kleiner als deg

y

(f) = n dargestellt werden. Der Beweis dieser Behauptung

ist eine einfa
he Anwendung des Divisionalgorithmus in k(x)[�℄. Die folgende

Aussage, sowie der entspre
hende Beweis, werden, vor allem mit dem Ziel, einen

Einbli
k in die Arithmetik algebrais
her Funktionenk

�

orper zu bieten, vorgestellt.
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1.18. Proposition. Es sei F = k(x; �) ein Funktionenk

�

orper

�

uber k, de�niert

dur
h f(x; �) = 0 mit f 2 k[x; y℄ und deg

y

(f) = n. Jedes Element � 2 F ist

Wurzel einer Glei
hung

�

uber k(x) vom Grad h

�

o
hstens n und falls F = k(x; �)

�

=

F

0

= k(x; �) gilt, dann ist die Glei
hung irreduzibel vom Grad n.

Beweis. 1; �; : : : ; �

m

sind Elemente aus F = k(x; �) und die Menge f1; �; : : : ; �

n�1

g

ist eine Basis des n-dimensionalen k(x)-Vektorraumes [F : k(x)℄:

1 = 1

� = a

1;0

+ a

1;1

� + � � �+ a

1;n�1

�

n�1

�

2

= a

2;0

+ a

2;1

�+ � � �+ a

2;n�1

�

n�1

� � � � � � � � �

�

n

= a

n;0

+ a

n;1

�+ � � �+ a

n;n�1

�

n�1

:

1; �; : : : ; �

n

sind n+1 Elemente aus einem n-dimensionalen Vektorraums. Sie sind

linear abh

�

angig

�

uber k(x): Es existieren b

0

; : : : ; b

n

2 k(x) ni
ht alle glei
h Null,

so da� b

0

; b

1

� + � � � ; b

n

�

n

= 0. Wenn F

1

= (x; �) k(x)-Isomorph zu F

2

= (x; �) ist

und � eine irreduzible Glei
hung vom Grad m erf

�

ullt, dann gilt m � n. Analog

gilt n � m und damit m = n.�.

1.4 Funktionenk

�

orper und algebrais
he Geome-

trie

In diesem Abs
hnitt gehen wir auf die geometris
he Interpretation algebrais
her

Funktionenk

�

orper ein. F

�

ur eine Einf

�

uhrung in die algebrais
he Geometrie wird

auf [9, 21, 31, 63, 66, 94℄ verwiesen. Entspre
hende Kapitel aus [26, 76℄ werden

empfohlen. In [74℄ werden die Grundlagen der algebrais
hen Geometrie

�

uber einem

vollkommenen K

�

orper entwi
kelt. Diese ist eine wi
htige Voraussetzung, wenn

man globale Funktionenk

�

orper betra
htet.

1.19. De�nition. Es sei k ein K

�

orper und n 2 Z

>0

. Der n-dimensional aÆne

Raum

�

uber k ist die Menge

A

n

(k) := fP = (a

1

; : : : ; a

n

) j a

1

; : : : ; a

n

2 kg:

P hei�t Punkt in A

n

(k) und die a

1

; : : : ; a

n

hei�en Koordinaten von P

Auf der Menge A

n+1

(k)nf0; : : : ; 0g wird eine

�

Aquivalenzrelation de�niert dur
h:

(a

0

; a

1

; : : : ; a

n

) � (b

0

; b

1

; : : : ; b

n

)
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genau dann, wenn es ein Element 0 6= � 2 k gibt so da� b

i

= �a

i

f

�

ur 0 � i � n.

F

�

ur die

�

Aquivalenzklasse von (a

0

; a

1

; : : : ; a

n

) bez

�

ugli
h � verwendet man die

Bezei
hnung (a

0

: : : : : a

n

). Die Menge der so de�nierten

�

Aquivalenzklassen hei�t

der n-dimensional projektive Raum P

n

(k)

�

uber k:

P

n

(k) := fP = (a

0

: : : : : a

n

) j a

0

; : : : ; a

n

2 k; ni
ht alle a

i

= 0g

Man kann si
h P

1

(k) als A

1

(k)[f1g vorstellen und P

2

(k) alsA

2

(k)[P

1

(k) [76℄.

Es ist m

�

ogli
h eine Verbindung zwis
hen einem geometris
hen Objekt und einem

beliebigen kommutativen Ring herzustellen: Diese Verbindung hei�t Spe
R.

1.20. De�nition. Die Menge aller Primideale eines Ringes R hei�t Spektrum

von R. Die Bezei
hnung ist Spe
R

1.21. Beispiel. 1. Im Ring Z ist Spe
Z = fh0ig[fhpi j p ist eine Primzahlg.

2. Es sei k ein K

�

orper, dann ist Spe
 k = fh0ig.

3. Es sei k ein algebrais
h abges
hlossener K

�

orper und x transzendent

�

uber k.

Wir betra
hten den Ring k[x℄. Dann ist

Spe
 k[x℄ = fh0ig [ fhx� �i j � 2 kg.

4. Es sei k ein algebrais
h abges
hlossener K

�

orper und x; y transzendent

�

uber

k. Wir betra
hten den Ring k[x; y℄. Dann gilt:

Spe
 k[x; y℄ = fh0ig [ fhfi j f 2 k[x; y℄ irreduzibel und ni
ht konstantg

[fhx� �; y � �i j (�; �) 2 A

2

(k)g

Beweis: Wir zeigen, da� alle Primideale p 2 k[x; y℄, die keine Hauptideale

sind, der Form p = hx � �; y � �i sind. Es sei f 2 pnf0g irreduzibel von

minimalen Grad deg

y

f . Da p kein Hauptideal ist, existiert g 2 pnhfi. Dur
h

Anwendung des Euklidis
hen Algorithmus in k(x)[y℄ erh

�

alt man ein Poly-

nom p 2 k[x℄nh0i und q; r 2 k[x; y℄ mit pg = qf + r, wobei entweder r = 0

oder deg

y

r hdeg

y

f . Aus den Voraussetzungen f

�

ur f und weil r = pg�qf 2 p

folgt r = 0. Weil hfi ein Primideal ist und pg = qf 2 hfi sowie g 62 hfi

gilt: p 2 hfi. Es ist also deg

y

f � deg

y

p = 0 und damit f 2 k[x℄. Da k

algebrais
h abges
hlossen und f irreduzibel ist, mu� f = x � �; � 2 k ein

Polynom vom Grad eins in x sein. Analog erh

�

alt man f

�

ur y: y� �; � 2 k ist

ein Polynom vom Grad eins. Dann gilt hx� �; y � �i = p.�

5. Die sogenannte arithmetis
he Fl

�

a
he Spe
Z[x℄ = fh0ig

[fhfi j f 2 Z[x℄Q-irreduzibel, primitiv und ni
ht konstantg

[fhpi j p ist eine Primzahlg:

[fhp; fi j p ist eine Primzahl; f 2 Z[x℄ mod p-irreduzibel, normiertg

f ist au
h hier ni
ht konstant.
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1.22. De�nition. Es seien k ein K

�

orper, L eine Erweiterung

�

uber k und der

Teilring k[x

1

; : : : ; x

n

℄ � L. Eine aÆne Variet

�

at

V

�

uber k ist die Menge

V

:=

Spe
 k[x

1

; : : : ; x

n

℄ der k-linearen Ringhomomorphismen von k[x

1

; : : : ; x

n

℄ in den

algebrais
hen Abs
hluss

�

k von k.

Diese zun

�

a
hst zu abstrakt ers
heinende De�nition ist notwendig wenn man die

Separabilit

�

at der K

�

orpererweiterungen ber

�

u
ksi
htigen mu�. Die moderne Lite-

ratur auf diesem Gebiet benutzt in der Regel die Spra
he der S
hemata, auf die

wir ni
ht eingehen. Ein aÆnes S
hema ist ein Objekt, das isomorph zu Spe
R,

versehenen mit einer zus

�

atzli
hen Struktur, ist [31, 56℄. Die Bedeutung der Dar-

stellung einer Variet

�

at als Spektrum eines Ringes �ndet man einfa
h erl

�

autert in

[63℄.

1.23. De�nition. Der algebrais
he Funktionenk

�

orper K(

V

) einer aÆnen Va-

riet

�

at

V

�

uber k ist der Quotientenk

�

orper K(

V

) = k(x

1

; : : : ; x

n

) von k[x

1

; : : : ; x

n

℄

�

uber k. Der Teilring k[x

1

; : : : ; x

n

℄ von K(

V

) hei�t Ring der regul

�

aren Funktionen

von

V

.

Eine aÆne Variet

�

at hei�t separabel, falls ihr Funktionenk

�

orper eine separable

Erweiterung ist. F

�

ur eine aÆne separable Variet

�

at l

�

a�t si
h die angegebene De�-

nition einer Variet

�

at wie folgt formulieren:

Es sei k ein vollkommener K

�

orper und es seien f

1

; : : : ; f

s

Polynome aus k[x

1

; : : : ; x

n

℄.

Die Menge

V

(f

1

; : : : ; f

s

) = f(a

1

; : : : ; a

n

) 2 A

n

(k) j f

i

(a

1

; : : : ; a

n

) = 0 8 1 � i � sg:

hei�t aÆne Variet

�

at

V

(f

1

; : : : ; f

s

), de�niert dur
h f

1

; : : : ; f

s

. F

�

ur konstruktive

Ans

�

atze wird diese De�nition, zugrundegelegt [9℄.

Eine bestimmte Teilmenge einer

�

uber einem K

�

orper k de�nierten Variet

�

at ist von

besonderem Interesse: Die Punkte deren Koordinaten Elemente aus k sind: Man

betra
htet eine aÆne Variet

�

at

V

(k). Die Menge

V

(k) :=

V

\A

n

(k) = fP = (a

1

; : : : ; a

n

) 2

V

j alle a

i

2 kg

hei�t Menge der k-rationalen Punkte von

V

. In diesem Zusammenhang ergeben

si
h einige Fragen:

Was ist die Kardinalit

�

at dieser Menge? Besondere Bedeutung gewinnt diese Frage,

wenn der Primk

�

orper ein endli
her K

�

orper ist. Eine weitere Frage ist: Wie de�-

niert man Variet

�

aten, die viele rationale Punkte enthalten? Hat diese Teilmenge

einer Variet

�

at eine Struktur?
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Die ersten zwei Fragen sind Gegenstand dieser Arbeit. Nun betra
hten wir weite-

re mit einer Variet

�

at zusammenh

�

angenden Strukturen: Es sei k[X

1

; : : : ; X

n

℄ der

Polynomring in n unabh

�

angigen Variablen

�

uber k. Das Ideal

I

k

(

V

) := ff 2 k[X

1

; : : : ; X

n

℄ j f(x

1

; : : : ; x

n

) = 0 f

�

ur alle x

1

; : : : ; x

n

2

V

g

hei�t Ideal von

V

.

Der Restklassenring � = k[X

1

; : : : ; X

n

℄=I

k

(

V

) hei�t Koordinatenring der aÆnen

Variet

�

at

V

.

I

k

(

V

) ist der Kern der Homomorphismen von k[X

1

; : : : ; X

n

℄ na
h k[x

1

; : : : ; x

n

℄

de�niert dur
h f(X

1

; : : : ; X

n

) 7! f(x

1

; : : : ; x

n

). Dann ist

k[X

1

; : : : ; X

n

℄=I

k

(

V

)

�

=

k[x

1

; : : : ; x

n

℄

Da k[x

1

; : : : ; x

n

℄ ein Integrit

�

atsberei
h ist, ist I

k

(

V

) ein Primideal, also ein Ele-

ment aus Spe
 k[x

1

; : : : ; x

n

℄.

Wir ben

�

otigen einen Begri�, der dazu dient die Variet

�

aten zu 
harakterisieren,

die mit den Funktionenk

�

orpern einer Variablen in Verbindung stehen:

Die Dimension einer Variet

�

at

V

ist der Transzendenzgrad ihres Funktionenk

�

orpers.

Wir bes
hr

�

anken uns auf Variet

�

aten der Dimension eins. Variet

�

aten der Dimen-

sion eins hei�en algebrais
he (aÆne) Kurven. Wir werden die Kurzform Kurve

anstelle algebrais
her aÆnen Kurve verwenden.

Ausgehend von einem Funktionenk

�

orper kann man eine entspre
hende Kurve de�-

nieren. Ein Funktionenk

�

orper wird separabel erzeugt und das hat eine Eigens
haft

der entspre
henden Kurve zur Folge. Wir de�nieren zun

�

a
hst diese Eigens
haft:

1.24. De�nition. Es seien k ein vollkommener K

�

orper und f 2 k[x; y℄.

1. Ein Punkt P 2

V

(f) hei�t singul

�

ar, falls

(f(P ) = 0) ^ (D

x

f(P ) = 0) ^ (D

y

f(P ) = 0):

2. P hei�t ni
ht-singul

�

ar, falls

(f(P ) = 0) ^ ((D

x

f(P ) 6= 0) _ (D

y

f(P ) 6= 0)):

3. Eine Kurve hei�t singul

�

ar, wenn alle Punkte P 2

V

(f) singul

�

ar sind.

4. Eine Kurve hei�t ni
ht-singul

�

ar, wenn alle Punkte P 2

V

(f) ni
ht-singul

�

ar

sind.
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5. Ein Punkt P 2

V

(f) hei�t gew

�

ohnli
her Knotenpunkt, falls P ein singul

�

arer

Punkt ist und D

2

xy

f(P ) 6= D

xx

f(P )D

yy

f(P )

Nun sei F = k(x; y) ein Funktionenk

�

orper mit erzeugenden x; y und seiG(X; Y ) 2

k[X; Y ℄ ein irreduzibles Polynom mit G(x; y) = 0. Wir de�nieren die Menge

W := fP 2 A

2

(k) [1 j G(P ) = 0g

Es sei

V

das ni
ht singul

�

are Modell von W ; dann ist F isomorph zum Funktio-

nenk

�

orper von

V

. D.h.: Es existiert eine ni
ht-singul

�

are aÆne Kurve

V

(eindeutig

de�niert bis auf Isomorphismus) mit Funktionenk

�

oper K(

V

), der k-isomorph zu

F = k(x; y) ist.

Wenn man Variet

�

aten klassi�zieren oder bestimmte Eigens
haften untersu
hen

will, de�niert man eine

�

Aquivalenzrelation. Ein Klasseneinteilungskriterium ist:

1.25. De�nition. Zwei Variet

�

aten

�

uber k hei�en birational

�

aquivalent, falls die

entspre
henden Funktionenk

�

orper k-isomorph sind.
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Kapitel 2

Bewertungen und Stellen

2.1 Bewertungen und Bewertungsringe

Die Bewertungstheorie kann als ein Zweig der topologis
hen Algebra betra
htet

werden. Ein K

�

orper mit einer Bewertung ist ein algebrais
hes System mit einer

Metrik. Diese Eins
hr

�

ankung der algebrais
hen Freiheit erlaubt, strukturelle Ei-

gens
haften feiner zu analysieren. Eine eingehende Behandlung der Bewertungs-

theorie �ndet man in [61℄. Bei der Entwi
klung der Theorie der algebrais
hen

Funktionenk

�

orper wird eine diskrete Bewertung verwendet. Es handelt si
h um

eine Abbildung auf eine geordnete, unendli
he, abels
he Gruppe.

2.1. De�nition. Eine abels
he Gruppe (G;+) versehen mit einer bin

�

aren Re-

lation >, hei�t geordnete Gruppe (G;+; >) -im folgenden kurz G-, wenn f

�

ur

�; �; 
 2 G genau eine der folgenden Relationen gilt:

1. � > �; � = �; � > �

2. � > �; � > 
 ) � > 


3. � > �; Æ 2 G) � + Æ > � + Æ

Das neutrale Element von G wird mit 0 bezei
hnet.

Wir f

�

ugen der Gruppe G ein Element 1 hinzu. 1 hat folgende Eigens
haften:

1. 1+1 = � +1 =1+ � =1; 8� 2 G

2. � >1 8� 2 G

Wir bes
hr

�

anken uns auf die unendli
he, geordnete, zyklis
he, abels
he Gruppe

Z:

13
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2.2. De�nition. Es sei K ein K

�

orper. Eine diskrete Bewertung v eines K

�

orpers

K ist eine Abbildung

v : K ! Z[ f1g

mit folgenden Eigens
haften f

�

ur x; y 2 K:

1. v(x) =1() x = 0:

2. v(xy) = v(x) + v(y) f

�

ur alle x; y 2 K.

3. v(x+ y) � min(v(a); v(b))

4. Es existiert z 2 K mit v(z) = 1

5. v(a) = 0 f

�

ur alle 0 6= a 2 K

Die Struktur (K; v) hei�t bewerteter K

�

orper. Aus 2. und 4. folgt, da� die Abbil-

dung surjektiv ist. Die Eigens
haft v(xy) = v(x) + v(y) besagt, da� v : K

�

! Z

ein Gruppenhomomorphismus ist.

Die Bewertung hei�t trivial, wenn ihre einzigen Werte 0 und1 sind. Bewertungen

mit der Eigens
haft v(K) = Z[1, also mit der Eigens
haft 4., hei�en normiert.

Die Wertemenge v(K

�

) � Z ist eine Untergruppe von (Z;+). Es ist v(K

�

) = mZ

f

�

ur ein m 2 Z. Die Bewertung v ist genau dann trivial, wenn m = 0 gilt. Ist v

ni
ht trivial, dann kann man dur
h v

1

(x) :=

1

m

v(x) mit x 2 K

�

, v

1

(0) := 1

eine diskrete Bewertung auf K de�nieren. Das folgende Lemma ist von Bedeu-

tung, wenn man die Bewertung eines Produktes von Elementen aus dem K

�

orper

bere
hnen will.

2.3. Lemma. Es sei (K; v) ein bewerteter K

�

orper, v eine diskrete Bewertung von

K und x; y 2 K, so da� v(x) 6= v(y). Dann gilt: v(x+ y) = minfv(x); v(y)g.

Um den Bewertungsbegri� zu verans
hauli
hen, betra
hten wir ein Beispiel:

2.4. Beispiel. Es sei R ein ZPE-Ring, Q(R) der entspre
hende Quotientenring

und p 2 R ein Primelement in R. Dann de�niert man f

�

ur x 2 Q(R)nf0g von der

Form x = p

n

x

1

x

2

mit p 6 jx

1

x

2

; n 2 Z, eine normierte diskrete Bewertung dur
h

v

p

(x) = n.

2.5. Satz. Es sei (K; v) ein bewerteter K

�

orper mit einer diskreten Bewertung v.

Dann gilt:

1. O

v

:= fx 2 K j v(x) � 0g ist ein Ring.
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2. O

v

�

:= fx 2 K j v(x) = 0g =

fx 2 O j es existiert ein w 2 O mit xw = 1g:

3. m

v

:= fx 2 K j v(x) > 0g ist das einzige maximale Ideal von O

v

.

4. O

v

ist ein Hauptidealring und ist genau dann kein K

�

orper, wenn v ni
ht

trivial ist.

5. Ein Element x 2 K ist ein Primelement von O

v

genau dann, wenn v(x) = 1.

Zum Beweis: Siehe [3℄.

2.6. De�nition. Ein lokaler Hauptidealring O, der kein K

�

orper ist, hei�t (dis-

kreter) Bewertungsring eines K

�

orpers K.

Das maximale Ideal m

v

des lokalen Ringes O ist m

v

= OnO

�

mit O

�

:= fx 2 O j

es existiert ein w 2 O mit xw = 1g: O

�

hei�t die Einheitengruppe von O.

Ein (diskreter) Bewertungsring eines Funktionenk

�

orpers F=k ist ein Ring O � F

mit folgenden Eigens
haften:

1. k � O � F , und

2. x 2 O oder x

�1

2 O:

Wenn O ein Bewertungsring des Funktionenk

�

orper F=k ist, dann gilt:

1. O ist ein lokaler Ring.

2. Es sei P das maximale Ideal von O. F

�

ur 0 6= x 2 F gilt x 2 P () x

�1

62 O:

3. P ist ein Hauptideal.

4. Falls P = tO gilt, dann hat jedes Element 0 6= z 2 F eine eindeutige

Darstellung der Form z = t

n

u f

�

ur n 2 Z; u 2 O

�

:

Die Bewertungsringe des rationalen Funktionenk

�

orpers k(x) werden de�niert dur
h

O

p(x)

:= fg=h j g; h 2 k[x℄; h 6= 0; p(x) 6=j hg f

�

ur ein Primpolynom p 2 k[x℄

und

O

1

:= fg=h j g; h 2 k[x℄; h 6= 0; deg(g) � deg(h)g:

Der Oberring o

F;1

:= O

1

[�℄ mit � ganz

�

uber O

1

, hei�t unendli
he Glei
hungs-

ordnung.
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2.2 Stellen

Die folgende De�nition ist grundlegend bei der Entwi
klung der Theorie der al-

gebrais
hen Funktionenk

�

orper:

2.7. De�nition. 1. Eine Stelle P des Funktionenk

�

orpers F=k ist das maxi-

male Ideal eines Bewertungsringes O von F=k. Jedes Element t 2 P , so da�

P = tO, hei�t ein Primelement f

�

ur P .

2. Pl(F=k) := fP j P ist eine Stelle von F=kg.

3. O

P

hei�t der Bewertungsring der Stelle P .

Eine Bes
hreibung der Stellen eines Funktionenk

�

orpers auf einer bewertungstheo-

retis
hen Grundlage ist von praktis
hem Wert. Zu jeder Stelle P 2 Pl(F=k) de-

�niert man eine Abbildung

v

P

: F ! Z[1:

wie folgt: Jedes Element 0 6= x 2 F hat eine eindeutige Darstellung z = t

n

u mit

u 2 O

P

�

und n 2 Z. Man de�niert v

P

(z) := n und v

P

(0) :=1:

Mit der de�nierten Bewertung erhalten wir die entspre
henden Bewertungsringe,

bzw. Einheitengruppen und maximalen Ideale eines Funktionenk

�

orpers F=k:

O

P

= fx 2 F j v

P

(x) � 0g;

O

P

�

= fx 2 F j v

P

(x) = 0g;

P = fx 2 F j v

P

(x) > 0g:

2.8. De�nition. Es sei P 2 Pl(F=k).

1. F

P

:= O

P

=P hei�t Restklassenk

�

orper von P .

2. degP := [F

P

: k℄ hei�t Grad von P .

Die Stellen eines Funktionenk

�

orpers F=k entspre
hen den irreduziblen Polynomen

in k(x). Falls der Konstantenk

�

orper k unendli
h ist, dann existieren unendli
h

viele Stellen vom Grad eins . Wenn k endli
h ist, dann existieren unendli
h viele

irreduzible Polynome

�

uber k. Dies wird na
h einer bekannten S
hlu�weise, die auf

Euklid zur

�

u
kgeht, gezeigt: G

�

abe es n < 1 irreduzible Polynome

�

uber k, dann

w

�

are f

r

= f

1

� � � f

n

+1 ein Polynom vom Grad d > 1, so da� f

i

6 jf

r

. Dann enth

�

alt
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f

r

einen weitereren irreduziblen Faktor, im Widerspru
h zur Annahme. Damit

haben wir gezeigt, da� jeder Funktionenk

�

orper unendli
h viele Stellen hat.

Die M

�

obius �-Funktion (1.14.) und der darauf basierende Satz 1.15. erhalten eine

andere Interpretation: Es handelt si
h um Aussagen

�

uber die Anzahl der Stellen

von einem vorgegebenen Grad.

Die folgenden De�nitionen und S

�

atze sind grundlegend, wenn man Erweiterungen

eines Funktionenk

�

orpers in Betra
ht zieht. Ein algebrais
her Funktionenk

�

orper

kann immer als algebrais
he Erweiterung eines rationalen Funktionenk

�

orpers be-

tra
htet werden.

Es sei F ein Funktionenk

�

orper

�

uber einem Konstantenk

�

orper k und F

0

ein Funk-

tionenk

�

orper

�

uber einem Konstantenk

�

orper k

0

so da� F

0

� F eine algebrais
he

Erweiterung ist und k

0

� k. Dann hei�t F

0

=k

0

algebrais
he Erweiterung von F=k.

Ist k

0

� k eine algebrais
he Erweiterung, so hei�t das Kompositum F

0

= Fk

0

Konstantenk

�

orpererweiterung von F=k.

2.9. De�nition. Es sei F

0

=k

0

eine algebrais
he Erweiterung von F=k und sei

P 2 Pl(F=k) und Q 2 Pl(F

0

=k

0

) mit P � Q. Dann sagt man, da� Q

�

uber P liegt

(in Zei
hen: Q j P )

1. Die Zahl e := e(Q j P ) 2 N mit

v

Q

(x) = e � v

P

(x) 8x 2 F

hei�t Verzweigungsindex von Q

�

uber P . Q j P hei�t verzweigt, falls e(Q j

P ) > 1 und unverzweigt, falls e(Q j P ) = 1.

2. f(Q j P ) := [F

0

Q

: F

P

℄ hei�t Tr

�

agheitsgrad von Q

�

uber P .

Der Verzweigungsindex ist immer eine endli
he Zahl. Der Tr

�

agheitsgrad kann

endli
h oder unendli
h sein, in Abh

�

angigkeit vom Grad der K

�

orpererweiterung

[F

0

: F ℄.

2.10. De�nition. Es sei F

0

=k

0

eine algebrais
he Erweiterung von F=k und sei

P 2 Pl(F=k) und Q 2 Pl(F

0

=k

0

). Die Conorm Con

F

0

=F

(P ) von P (bez

�

ugli
h

F

0

=F ) wird de�niert dur
h

Con

F

0

=F

(P ) :=

X

QjP

e(QjP ) �Q;

wobei die Summe si
h

�

uber alle Q 2 Pl(F

0

=k

0

), die

�

uber P liegen, erstre
kt.
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2.11. Satz. Es seien F

0

=k

0

eine endli
he Erweiterung von F=k, P 2 Pl(F=k)

und P

1

; : : : ; P

m

alle Stellen von F

0

=k

0

, die

�

uber P liegen. Es sei e

i

:= e(P

i

j P )

der Verzweigungsindex und f

i

:= f(P

i

j P ) der Tr

�

agheitsgrad von P

i

j P . Dann

gilt

m

X

i=1

e

i

f

i

= [F

0

: F ℄:

Um das Verzweigungsverhalten der Primdivisoren eines algebrais
hen Funktio-

nenk

�

orpers zu untersu
hen, betra
hten wir sie als Ideale.

2.12. Lemma. Es sei k ein vollkommener K

�

orper und k[x℄[y℄ der Polynomring

in zwei Unbekannten

�

uber k und ein irreduzibles Polynom

f(x; y) = a

0

(x)y

n

+ a

1

(x)y

n�1

+ � � �+ a

n�1

(x)y + a

n

(x) 2 k[x℄[y℄

dann gibt es Polynome b(x; y); 
(x; y) und d(x) 6= 0 aus k[x℄[y℄ so da�

b(x; y) � f(x; y) + 
(x; y) � f

y

(x; y) = d(x)

wobei f

y

(x; y) die formale Ableitung na
h y ist.

Wenn b(x; y); 
(x; y) und d(x) keinen gemeinsamen Teiler g(x) haben, dann ist

d(x) eindeutig bis auf einem konstanten Faktor aus k bestimmt. In diesem Fall

hei�t d(x) die Glei
hungsdiskriminante von f(x; y). Die Nullstellen von d(x) er-

zeugen Ideale, die verzweigt sein k

�

onnen. Man mu� dar

�

uber hinaus das Verhalten

von d(x) untersu
hen, wenn x einen unendli
hen Wert annimmt.



Kapitel 3

Divisoren

3.1 Die Divisorengruppe

In diesem Abs
hnitt betra
hten wir die Menge der Stellen in einem algebrais
hen

Funktionenk

�

orper F=k. Wir wollen diese Menge mit einer Struktur versehen, die

grundlegend f

�

ur Untersu
hungen im K

�

orper F=k ist. Eine frei erzeugte abels
he

Gruppe ist eine von einer gegebenen Menge, als Basis bezei
hnet, erzeugte abel-

s
he Gruppe, in der, au�er der si
h aus den Gruppenaxiomen ergebenden Ei-

gens
haften, keine weiteren ni
ht-trivialen Relationen zwis
hen ihren Elementen

existieren. Die Elemente D einer so konstruierten Gruppe sind formale Summen

von Elementen der Basis mit KoeÆzienten aus Z.

D =

X

x2X

n

x

x

Um die Gruppenoperation in der Gruppe G dur
hf

�

uhren zu k

�

onnen, mu� f

�

ur die

Elemente dieser Gruppe gelten: Nur endli
h viele der KoeÆzienten sind vers
hie-

den von Null.

3.1. De�nition. Es sei Pl(F=k) die Menge aller Stellen von F=k. Ein Divisor

D von F=k ist ein Element aus der von den Elementen aus Pl(F=k) (additiv

ges
hrieben) frei erzeugten abels
hen Gruppe D(F=k). Die Stellen selbst werden

als Primdivisoren bezei
hnet. Die Menge P(F=k) ist die Menge der Primdivisoren

P von F=k.

Die Mengen Pl(F=k) und P(F=k) sind per De�nition glei
h. Ein Divisor D von

F=k ist also eine formale lineare Kombination von Primdivisoren P 2 P(F=k)

mit ganzen KoeÆzienten

D =

X

P2P(F=k)

n

P

P

19
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wobei nur endli
h viele n

P

vers
hieden von Null sind. Wir reden k

�

unftig nur von

Primdivisoren.

3.2. De�nition. Der Tr

�

ager des Divisors D ist die Menge supp(D) der Primdi-

visoren, die KoeÆzienten vers
hieden von Null haben.

Die Gruppenoperation inD(F=k) wird koeÆzientenweise dur
hgef

�

uhrt. Das hei�t,

wennD =

P

P2supp(D)

n

P

P undD

�

=

P

P2supp(D

�

)

n

�

P

P zwei Elemente ausD(F=k)

sind, dann ist

D +D

�

=

X

P2supp(D)[supp(D

�

)

(n

P

+ n

�

P

)P:

Das neutrale Element in der Divisorengruppe D(F=k) ist der Divisor D

0

, dessen

KoeÆzienten alle glei
h Null sind. Die Divisorengruppe hat eine weitere Struk-

tur: Es seien D;D

0

2 D(F=k). Man kann diese zwei Divisoren koeÆzientenweise

verglei
hen. Es ist A � B genau dann, wenn n

P

� n

0

P

f

�

ur alle P 2 P(F=k).

3.3. De�nition. D 2 D(F=k) hei�t positiv, wenn alle KoeÆzienten gr

�

o�er oder

glei
h 0 sind. Es seien A;D

i

2 D(F=k); i 2 I. Die DivisorenD

i

mit der Eigens
haft

A � D

i

hei�en Vielfa
he von A.

Ein Divisor ist also positiv, wenn D gr

�

o�er oder glei
h als das neutrale Element

D

0

in DivF=k ist.

Die bewertungstheoretis
he Betra
htungsweise der Divisorengruppe hat zur Folge,

da� die KoeÆzienten der Elemente D 2 D(F=k) entspre
hend dargestellt werden:

3.4. De�nition. F

�

ur Q 2 P(F=k) und D =

P

P2supp(D)

n

P

P de�niert man

v

Q

(D) = n

Q

.

Im Umgang mit der Arithmetik der Divisorengruppe in einem Funktionenk

�

orper

mu� dies ber

�

u
ksi
htigt werden.

3.5. Beispiel. Wir betra
hten die Divisoren D

1

= 2P

1

� 3P

2

� P

3

� 5P

4

und

D

2

= 3P

1

+ 8P

3

+ 5P

5

. Dann ist D

1

+D

2

= 2P

1

� 3P

2

� P

3

� 5P

4

3.6. De�nition. Der Grad eines Divisors ist eine Abbildung deg : D(F=k)! Z

de�niert dur
h degD :=

P

P2supp(D)

v

P

� deg P .

Aus der De�nition der Gruppenoperation in D(F=k) folgt, da� deg ein Homo-

morphismus ist. Um wi
htige Strukturen in der Divisorengruppe zu untersu
hen,

betra
hten wir Teilmengen von D(F=k). Da f

�

ur ein Element a 2 F=k die diskrete
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Bewertung v

Q

(a) 6= 0 ist, f

�

ur nur endli
h viele Primdivisoren Q, kann man einen

kanonis
hen Homomorphismus der Multiplikationsgruppe von F=k in D(F=k) de-

�nieren:

Jedem Element aus F=k ist eindeutig ein Element aus D(F=k) zugeordnet. Die

Einheiten aus F=k werden auf den Nulldivisor D

0

abgebildet.

3.7. De�nition. Es sei 0 6= a 2 F=k und N (bzw. M) die Menge der Nullstellen

(bzw. Polstellen) von a in Pl(F=k). Dann de�nieren wir

(a)

0

:=

X

P2Z

v

P

(a)P

(a)

0

hei�t der Nullstellendivisor von a. und

(a)

1

:=

X

P2M

(�v

P

(a))P:

(a)

1

hei�t der Polstellendivisor von a Der Divisor (a) := (a)

0

�(a)

1

hei�t Haupt-

divisor von a. H(F=k) := f(a)j0 6= a 2 F=kg ist die Menge aller Hauptdivisoren.

Aus dem Homomorphismus (ay) = (a)+(y); 0 6= a; y 2 F=k folgt, da� H(F=k) ei-

ne Untergruppe vonD(F=k) ist. Wir de�nieren eine

�

Aquivalenzrelation inD(F=k):

3.8. De�nition. Zwei Divisoren D;D

0

2 D(F=k) sind

�

aquivalent

(in Zei
hen: D � D

0

) wenn D = D

0

+ (a); a 2 Fnf0g. Einem D 2 D(F=k) wird

die Divisorenklasse [D℄ zugeordnet.

Dies bedeutet insbesondere:D�D

0

= (a). D�D = 0 2 H(F=k) bedeutet D � D

und f

�

ur D = D

00

+ (a) und D

0

= D

00

+ (a

0

) gilt D � D

0

= (a) � (a

0

). D.h. wenn

D � D

00

und D

0

� D

00

gilt, dann gilt D � D

0

. Damit best

�

atigt man, da� es si
h

um eine

�

Aquivalenzrelation handelt.

3.9. De�nition. Die Faktorgruppe Cl(F=k) := D(F=k)=H(F=k) hei�t Diviso-

renklassengruppe. Ihre Elemente sind die Divisorenklassen.

Es gibt eine Klasse, die den Nulldivisor enth

�

alt und deswegen ist die Untergruppe

H(F=k) � D(F=k) selbst eine Klasse: Die Hauptdivisorenklasse. degD ist ein

Homomorphismus und infolgedessen gilt f

�

ur die Elemente einer Divisorenklasse

[D℄, da� degD = degD

0

+ deg(a) = degD

0

wobei D

0

ein beliebiger Klassenver-

treter ist. Alle Divisoren derselben Divisorenklasse haben den selben Grad. Man

kann also vom Grad degD einer Divisorenklasse [D℄ spre
hen. Hier ist D ein

Klassenvertreter aus [D℄.
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3.10. De�nition. Die Menge D

n

(F=k) ist die Menge der Divisoren vom Grad n

von F=k.

Die Menge D

�n

(F=k) ist die Menge der Divisoren vom Grad kleiner glei
h n von

F=k.

Die Menge Cl

n

(F=k) ist die Menge der Divisorenklassen vom Grad n von F=k.

Die Anzahl der Elemente h(F=k) von Cl

0

(F=k) wird als die Klassenzahl von F=k

bezei
hnet.

Es folgt eine wi
htige Aussage

�

uber die Kardinalit

�

at einiger dieser Mengen im

Fall, da� F=k ein Funktionenk

�

orper

�

uber einem endli
hen Konstantenk

�

orper ist.

3.11. Satz. Es sei F=k ein Funktionenk

�

orper

�

uber einem endli
hen Konstan-

tenk

�

orper. Zu einer beliebigen Zahl 0 � n 2 Z gilt:

(i) jD

�n

(F=k)j ist eine endli
he Zahl.

(ii) h(F=k) ist eine endli
he Zahl.

Beweis. Siehe [81℄ ,V.1.3. Die positiven Divisoren einer Divisorenklasse [D℄ 2

Cl(F=k) sind von besonderer Bedeutung. Sie bilden einen Teilberei
h dieser Divi-

sorenklasse. Wenn D ein beliebiger positiver Divisor der Divisorenklasse [D℄ ist,

(a) das zugeordnete Element der Hauptdivisorenklasse und D

0

ein Klassenvertre-

ter, dann ist D = D

0

+ (a) ein positiver Divisor und es gilt:

(a) = D �D

0

Der Divisor D ist also genau dann positiv, wenn der zugeordnete Hauptdivisor

(a) ein positiver Divisor mit �D

0

� (a) ist. Die Elemente a 2 F=k, deren zuge-

ordnete Hauptdivisoren eine sol
he Unglei
hung erf

�

ullen, sind von herausragender

Bedeutung in der Theorie der algebrais
hen Funktionenk

�

orper.

3.12. De�nition. Es sei D 2 D(F=k). Wir de�nieren den Riemann-Ro
h-Raum

L(D) des Divisors D

L(D) := fa 2 F=kj �D � (a)g [ f0g

.

Wenn es einen positiven Divisor D

0

und einen Divisor D mit D

0

= D + (a) gibt,

folgt, da� (a) positiv ist und da� L(D) ni
ht nur aus der Nullfunktion besteht.

3.13. Lemma. (i) L(D) ist ein k-Vektorraum

(ii)

�

Aquivalente Divisoren haben isomorphe Riemann-Ro
h-R

�

aume
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3.14. De�nition. Es sei D 2 D(F=k). Die Dimension dimD eines Divisors wird

de�niert als die Dimension des k-Vektorraumes L(D).

3.15. Proposition. F

�

ur einen beliebigen Divisor D 2 D(F=k) gilt:

dimD � degD + 1

Die folgende De�nition spielt eine zentrale Rolle in der Theorie der algebrais
hen

Funktionenk

�

orper. Es handelt si
h um die wi
htigste Invariante eines Funktio-

nenk

�

orpers.

3.16. De�nition. Das Ges
hle
ht g eines algebrais
hen Funktionenk

�

orpers wird

de�niert als

g := maxfdegA� dimA + 1jA 2 D(F=k)g

3.17. Satz. (Satz von Riemann) Es sei F=k ein algebrais
her Funktionenk

�

orper

vom Ges
hle
ht g.

(i) F

�

ur jeden beliebigen Divisor A 2 D(F=k) gilt

dimA � degA+ 1� g:

(ii) Es existiert eine Zahl 
 2 Z, die von F=k abh

�

angt, mit der Eigens
haft: Wenn

degA � 
 gilt, dann ist

dimA = degA+ 1� g:
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Der Satz von Riemann - Ro
h

4.1 Weil-Di�erentiale

In der Menge L(D) := fa 2 F=kj � D � (a)g [ f0g sind die Elemente a aus

dem Funktionenk

�

orper F=k enthalten, dessen zugeordnete Hauptdivisoren (a)

Vielfa
he eines vorgegebenen Divisors sind. Ro
h zeigte, wann die im Satz von

Riemann formulierte Unglei
hung in eine Glei
hung

�

ubergeht.

Unsere De�nition der Adele orientiert si
h an der in [81℄ angegebenen.

4.1. De�nition. Ein Adele von F=k ist eine Abbildung � : Pl(F=k) ! F , de�-

niert dur
h

P 7! �

P

so da� �

P

2 O

P

f

�

ur fast alle P 2 Pl(F=k) Ein Adele ist ein Element des direkten

Produkts

Q

P2Pl(F=k)

F

Die Menge

A

F

:= f�j� ist ein Adele von F=kg

ist der Adele-Raum A

F

von F=k.

Der Adele-Raum A

F

(A) eines Divisors A wird de�niert als:

A

F

(A) := f� 2 A

F

j � v

P

(A) � v

P

(�) f

�

ur fast alle P 2 P(F=k)g � A

F

4.2. De�nition. Ein Weil-Di�erential von F=k is eine k-lineare Abbildung ! :

A

F

(A) ! k, die auf der Menge A

F

(A) + F f

�

ur jeden Divisor A 2 D(F=k) ver-

s
hwindet. Die Menge




F

:= f!j! ist ein Weil-Di�erential von F=kg

25
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ist das Modul der Weil-Di�erentiale 


F

von F=k. F

�

ur A 2 D(F=k) de�niert man

das Modul der Weil-Di�erentiale 


F

(A) von A




F

(A) := f! 2 


F

j! vers
hwindet auf A

F

(A) + Fg

4.3. De�nition. Es sei x 2 F=k und ! 2 


F

. Wir de�nieren x! : A

F

! k dur
h

(x!)(�) := !(x�):

Aus dieser De�nition folgt, da� 


F

ein F -Vektorraum ist. Man zeigt, da� 


F

ein eindimensionaler Vektorraum

�

uber F ist. Um eine Verbindung zwis
hen den

Weil-Di�erentialen ! 6= 0 und der Divisorengruppe herzustellen, betra
hten wir

(f

�

ur festes !) die Menge

M(!) := fA 2 D(F=k)j! vers
hwindet auf A

F

(A) + Fg

4.4. Lemma. Es sei 0 6= ! 2 


F

. Dann existiert ein eindeutig bestimmter Divi-

sor W 2M(!), so da� A � W f

�

ur alle A 2M(!).

4.5. De�nition. Der Divisor (!) eines Weil-Di�erentials ! 6= 0 ist der eindeutig

bestimmte Divisor von F=k mit folgenden Eigens
haften:

1. ! vers
hwindet auf A

F

((!)) + F .

2. Wenn ! auf A

F

(A) + F vers
hwindet, dann gilt A � (!).

Ein Divisor W = (!) hei�t kanonis
her Divisor von F=k

4.6. Proposition. (i)F

�

ur 0 6= x 2 F und 0 6= ! 2 


F

gilt:(x!) = (x) + (w)

(ii)Je zwei kanonis
he Divisoren von F=k sind

�

aquivalent.

Aus dieser Aussage folgt, da� die kanonis
hen Divisoren von F=k eine Divisoren-

klasse [W ℄ bilden. Diese Divisorenklasse ist nat

�

urli
h in Cl(F=k) enthalten und

wird als kanonis
he Divisorenklasse bezei
hnet.

4.2 Der Satz von Riemann - Ro
h

4.7. Satz. Es sei A ein beliebiger Divisor und W = (!) ein kanonis
her Divisor

von F=k. Dann gilt:

L(W � A)

�

=




F

(A)

Der k-Isomorphismus wird dur
h die Abbildung � : x 7! x! de�niert. Der folgende

Satz ist der wi
htigste Satz in der Theorie der algebrais
hen Funktionenk

�

orper:
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4.8. Satz. Es sei W ein kanonis
her Divisor von F=k. F

�

ur alle Divisoren A 2

D(F=k) gilt

dimA = degA+ 1� g + dim(W � A):

Mit Hilfe des Satzes von Riemann-Ro
h k

�

onnen sowohl das Ges
hle
ht als au
h die

kanonis
hen Divisoren bzw. die kanonis
he Divisorenklasse 
harakterisiert werden.

Wi
htige Gr

�

o�en eines kanonis
hen Divisors werden ebenfalls mit Hilfe dieses

Satzes 
harakterisiert.

4.9. Korollar. Es sei W ein kanonis
her Divisor. Es gilt

degW = 2g � 2 und dimW = g:

4.10. Satz. Es sei A 2 D(F=k) mit degA � 2g � 1. Dann gilt

dimA = degA+ 1� g:

4.11. Satz. Ein Divisor B ist kanonis
h genau dann, wenn degB = 2g � 2 und

dimB � g

In der Weierstra�s
hen Theorie der algebrais
hen Funktionen wird auf die beson-

dere Rolle hingewiesen, die Elemente x 2 F=k, die nur eine Polstelle haben, bei

Aussagen

�

uber wi
htige Eigens
haften des K

�

orpers spielen.

4.12. Satz. Es sei P ein Primdivisor von F=k. Zu jedem n � 2g existiert ein

Element x 2 F mit dem Poldivisor (x)

1

= nP

4.13. De�nition. Es sei P ein Primdivisor von F=k. Eine ganze Zahl n hei�t

Polzahl von P genau dann wenn es ein Element x 2 F=k gibt, mit (x)

1

=

nP . Wenn es kein sol
hes Element aus F=k gibt, dann bezei
hnet man n als

L

�

u
kenzahl.

4.14. Satz. (L

�

u
kensatz von Weierstra�) Es sei F=k ein algebrais
her Funktio-

nenk

�

orper vom Ges
hle
ht g > 0 und P ein Primdivisor von F=k. Dann gibt es

genau g L

�

u
kenzahlen i

1

; : : : ; i

g

von P . Wir haben:

i

1

= 1 und i

g

� 2g � 1

Diesem Satz kann man eine neue De�nition des Ges
hle
hts g eines algebrais
hen

Funktionenk

�

orpers entnehmen.

Eine bemerkenswerte Anwendung des Satzes von Riemann-Ro
h ist die folgen-

de: Den kleinsten Erweiterungsgrad

�

uber dem rationalen Funktionenk

�

orper ei-

nes algebrais
hen Funktionenk

�

orpers F=k vom vorgegebenen Ges
hle
ht g zu be-

stimmen. Dies entspri
ht der klassis
hen Fragestellung der Funktionentheorie: die

kleinste Anzahl der Bl

�

atter der einer Funktion entspre
henden Riemanns
hen

Fl

�

a
he zu bestimmen.
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4.3 Das Ges
hle
ht eines algebrais
hen Funktio-

nenk

�

orpers

Es gibt vers
hiedene Arten, das Ges
hle
ht eines algebrais
hen Funktionenk

�

opers

zu de�nieren. Dies steht im Zusammenhang mit der zu Grunde liegenden Theo-

rie: Algebrais
he Topologie, Algebrais
he Geometrie, Funktionentheorie oder -wie

in unserem Fall- die Theorie der algebrais
hen Funktionenk

�

orper. Die vers
hie-

dene Begri�sbildungen lassen si
h unter bestimmten Voraussetzungen von einem

Gebiet auf das andere

�

ubertragen. Im vorigen Abs
hnitt wurde der Begri� des

Ges
hle
htes g eines Funktionenk

�

orpers F=k dur
h den Satz von Riemann-Ro
h


harakterisiert. In der Praxis ben

�

otigt man Abs
h

�

atzungen, die lei
ht zu ermitteln

sind.

4.15. Proposition. (Riemanns Unglei
hung) Es sei F = k(x; y). Dann gilt die

folgende Abs
h

�

atzung f

�

ur das Ges
hle
ht g des algebrais
hen Funktionenk

�

orpers

F=k:

g � ([F : k(x)℄� 1) � ([F : k(y)℄� 1):

Die folgende Abs
h

�

atzung wird der algebrais
he Geometrie entnommen:

4.16. Proposition. Es sei F = k(x; y) ein algebrais
her Funktionenk

�

oper

�

uber

k und die irreduzible Glei
hung in y

�

uber k(x) habe die folgende Gestalt:

f(x; y) = y

n

+ f

1

(x)y

n�1

+ � � �+ f

n

(x) = 0; f

i

(x) 2 k[x℄; deg

x

f

j

� j; 1 � j � n:

Dann gilt:

g �

(n� 1)(n� 2)

2

Bei dieser h

�

au�g angewandten Abs
h

�

atzung ist man daran interessiert, feststellen

zu k

�

onnen, wann Glei
hheit besteht. Dies ist der Fall, wenn die entspre
hende

Kurve ni
ht-singul

�

ar ist.

Der Satz von Riemann-Hurwitz gibt Auskunft

�

uber das Ges
hle
ht g einer K

�

orperer-

weiterung. Es sei P 2 D(F=k) ein Primdivisor.

4.17. Satz. (Riemann{Hurwitz-Ges
hle
htsbestimmungsformel) Es sei F=k ein

algebrais
her Funktionenk

�

orper vom Ges
hle
ht g, F

0

=F eine endli
he separable

Erweiterung von F=k, k

0

der Konstantenk

�

orper von F

0

und g

0

das Ges
hle
ht von

F

0

=k

0

. Mit P 2 PF=k ein Primdivisor. Dann gilt:

2g

0

� 2 �

[F

0

: F ℄

[k

0

: k℄

(2g � 2) +

X

P2PF=k

(e(P )� 1)
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Das Glei
hheitszei
hen gilt genau dann wenn entweder

(i) �(k) = 0; oder

(ii) �(k) = p und p teilt kein Verzweigungsindex e f

�

ur alle Primdivisoren von F .

Beweis. Siehe [74℄ ,5.9

4.18. Beispiel. Es sei k ein K

�

orper mit �(k) 6= 7. Der Funktionenk

�

orper de�niert

dur
h die Glei
hung y

3

+ x

3

y + x ist unter dem Namen Kleins Quartik bekannt.

Die Diskriminante istD(x) = 4x

9

+27x

2

. Die m

�

ogli
hen Verzweigungspunkte sind

dann x = 0; x =1 und die L

�

osungen der Glei
hung x

7

= �27=4. Da �(k) 6= 7

ist der Funktionenk

�

orper ni
ht rational.

�

Uber den Primdivisor P = x�0 liegt ein

Primdivisor mit Verzweigungsindex e = 3.

�

Uber jeder der siebten Wurzeln von

�27=4 liegen zwei Primdivisoren: einen davon mit e = 2 und der andere mit e = 1.

Dur
h eine Substitution z = 1=x k

�

onnte man den Primdivisor P

1

, der x = 1

entspri
ht, untersu
hen. Aus der Riemann{Hurwitz{Formel ersieht man, da� die

Summe der Zahlen e(P )� 1 f

�

ur die Primdivisoren

�

uber P

1

eine gerade Zahl sein

mu�. Also es liegen

�

uber P

1

zwei Primdivisoren mit Verzweigungsindex 2 und 1.

Wenn man in Betra
ht zieht, da� ein algebrais
her Funktionenk

�

orper eine Erwei-

terung eines rationalen Funktionenk

�

orpers, also eines K

�

orpers vom Ges
hle
ht 0,

ist, erhalten wir:

2g � 2 = �2 � 3 + 2 + 2 + 7 � 1 + 1 = 4;

und damit ist g = 3.
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Kapitel 5

Klassen von algebrais
hen

Funktionenk

�

orpern

Wir haben bisher Eigens
haften der Struktur eines algebrais
hen Funktionenk

�

orpers

betra
htet. In diesem Abs
hnitt stellen wir zun

�

a
hst De�nitionen und Ergeb-

nise vor, die strukturerhaltende Abbildungen von Funktionenk

�

orpern betre�en.

Dies h

�

angt mit folgender Fragestellung zusammen: Die K

�

orpererweiterungen eines

K

�

orpers k, die

�

uber k den Transzendenzgrad 1 besitzen und dur
h eine endli
he

Anzahl von Elementen erzeugt werden, sind in Klassen einzuteilen, um dann Klas-

senvertreter mit einer m

�

ogli
hst einfa
hen de�nierenden Glei
hung zu ermitteln.

5.1 Funktionenk

�

orperhomomorphismen

Wir betra
hten zwei Funktionenk

�

orper F

1

und F

2

�

uber k. Ein Funktionenk

�

orper-

homomorphismus � : F

1

! F

2

hei�t Einbettung von F

1

in F

2

�

uber k, wenn

�(a) = a 8a 2 k. � ist injektiv und de�niert einen Isomorphismus von F

1

auf

einen Teilk

�

orper �(F

1

) � F

2

. Eine surjektive Einbettung von F

1

in F

2

�

uber k ist

ein k-Isomorphismus.

Die k(x)-Isomorphie von zwei Funktionenk

�

orpern

�

uber k setzt die Isomorphie

voraus; es gibt aber au
h ni
ht-k(x)-isomorphe Funktionenk

�

orper die jedo
h k-

isomorph sind, wie das folgende Beispiel zeigt:

5.1. Beispiel. Es sei k ein beliebiger K

�

orper, k(T )=k eine einfa
he transzendente

Erweiterung

�

uber k. Wir betra
hten die irreduziblen Polynome f

1

(T; y) = y

2

� T

und f

2

(T; y) = y

3

� T aus k[T; y℄. Dann betra
hten wir den Funktionenk

�

orper

F

1

= k(T; �) mit � 2 k(T ) so da� f

1

(T; �) = 0. Andererseits betra
hten wir F

2

=

k(T; �), de�niert dur
h f

2

(t; �) = 0. Aus �

2

= T bzw. �

3

= T folgt F

1

= k(�) bzw.

31



32 KAPITEL 5. KLASSEN VON ALGEBRAISCHEN FUNKTIONENK

�

ORPERN

F

2

= k(�), also F

1

�

=

k(T ) und F

2

�

=

k(T ) und infolgedessen F

1

�

=

F

2

. Denno
h

sind F

1

und F

2

ni
ht k(T )-isomorph da [F

1

: k(T )℄ = 2 und [F

2

: k(T )℄ = 3.

Betra
htet man zwei k(x)-isomorphe Funktionenk

�

orper F = k(x; �) und F

0

=

k(z; �) so nennt man den

�

Ubergang von den erzeugenden Elementen x; � zu den

erzeugenden Elementen z; � eine birationale Transformation.

5.2. De�nition. Es k ein K

�

orper und seien F = k(x; �) und F

0

= k(z; �) zwei

k(x)-isomorphe Funktionenk

�

orper

�

uber k. Eine Abbildung � : F ! F

0

, de�niert

dur
h

� : (x; �) 7! (z; �)

rational

�

uber F und so, da� eine Abbildung �

�1

: F

0

! F existiert, mit �

�1

Æ� =

Id

hei�t birationale Transformation. Eine birationale Transformation ist ein k(x)-

Isomorphismus. Birationale Transformationen konstruiert man dur
h die Wahl

eines separierendes Elementes des Funktionenk

�

orpers F und die Bestimmung ei-

nes algebrais
hen Elementes, das Wurzel einer Glei
hung vom Grad n = [F : k(x)℄

ist. Dies ges
hieht in endli
h vielen S
hritten wie es den Ausf

�

uhrungen von 1.3.

zu entnehmen ist.

5.3. Beispiel. 1. Wir betra
hten den algebrais
hen Funktionenk

�

orper F =

k(z; u), de�niert dur
h die Glei
hung u

7

=

z

3

(1�z)

. Es handelt si
h um Kleins

Quartik. Wir f

�

uhren zun

�

a
hst die Transformation z = �y

2

x bzw. y = u

dur
h, damit erhalten wir:�y

6

x

3

= (1 + y

2

x)y

7

. Dur
h Multiplikation mit

1

y

6

erhalten wir: y

3

+ y

3

x+ y = 0. Dies ist eine Glei
hung im zu F = k(z; u)

k(z)-isomorphen Funktionenk

�

orper F

0

= k(x; y). Ein Vorteil der ersten Dar-

stellung des Funktionenk

�

orpers ist, da� man lei
ht feststellen kann, da�

wenn der K

�

orper k der Charakteristik 7 ist, ein bestimmtes Verzweigungs-

verhalten auftritt.

2. Der Funktionenk

�

orper F = F

3

[x; �℄ vom Ges
hle
ht 3, erzeugt dur
h die

irreduzible, in y separable Glei
hung y

6

+ y

4

+ (2x

3

+ x+ 1)y

3

+ y

2

+ (x

3

+

2x+1)y+x

6

+x

4

+x

2

, ist k-isomorph zum Funktionenk

�

orper F

0

= F

3

[x; �℄,

erzeugt dur
h y

3

+ y + x

6

+ x

4

+ x

2

. Die Transformation wird dur
h die

Wahl der unabh

�

angigen Variable x � y 2 F de�niert. Der Homomorphis-

mus F

3

[x; y℄ 7! FF

3

[x; �℄ und Re
hnungen in der endli
hen Ordnung o

F

:=

k[x; �℄ beanspru
hen etwa zehn mal mehr Re
henzeit als die entspre
henden

F

3

[x; y℄ 7! F

3

[x; �℄ und o

0

F

:= k[x; �℄.
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Bei einer birationalen Transformation wird immer von der, den Funktionenk

�

orper

de�nierenden, Glei
hung f(x; y) Gebrau
h gema
ht. Um die Rolle der K

�

orperau-

tomorphismen bei einer birationalen Tranformation zu verans
hauli
hen, f

�

uhren

wir ein aus [41℄ entnommenen Beispiel an:

5.4. Beispiel. Wir w

�

ahlen z = x

2

und y

0

= y. Es sei f(x; y) = f

1

(x

2

; y) +

xf

2

(x

2

; y). Dann ist

x = �f

1

(z; y

0

)=f

2

(z; y

0

); y = y

0

Wie man sieht, gilt dies ni
ht, wenn der Funktionenk

�

orper den Automorphismus

x 7! �x; y 7! y gestattet, denn in diesem Fall ist f

2

= 0, also ist x kein Element

aus dem Funktionenk

�

orper.

5.2 Normalglei
hungen und Modulr

�

aume

In diesem Abs
hnitt widmen wir uns der Klassi�zierung von algebrais
hen Funk-

tionenk

�

orpern.

Eine grobe Formulierung de�niert einen Modulraum als eine algebrais
he Va-

riet

�

at, deren Punkte eindeutig der Menge der Isomorphieklassen von algebrais
h-

geometris
hen Objekten zugeordnet werden. In unserem Fall handelt es si
h um

Isomorphieklassen von Funktionenk

�

orpern. Die Formalisierung dieser Ideen f

�

uhrt

in der Literatur zum Begri� eines darstellbaren Funktors. Wir werden jedo
h die-

sen Begri� aus der kategoriellen Algebra ni
ht verwenden. F

�

ur eine entspre
hende

Darstellung verweisen wir auf [56, 30℄. Wir folgen bei unserer Darstellung Ideen

von Hensel/Landsberg [33℄ und Deuring [12℄. Mit Riemann [64℄ wird allen k-

isomorphen Funktionenk

�

orpern vom Ges
hle
ht g

�

uber k eine Klasse zugeordnet

und man 
harakterisiert diese Klasse dur
h eine der in ihr enthaltenen de�nieren-

den Glei
hungen.

H

�

au�g untersu
ht man die Eigens
haften des dur
h eine gegebene Glei
hung

bestimmten Funktionenk

�

orpers. Wir gehen hier den umgekehrten Weg: einen

K

�

orper,von dem das Ges
hle
ht und eventuell au
h eine spezielle Eigens
haft

gegeben ist, dur
h eine Glei
hung zu konstruieren. Dieser Ansatz ist ni
ht nur in

theoretis
her Hinsi
ht, sondern au
h hinsi
htli
h praktis
her Anwendungen von

Bedeutung.

Im folgenden ist k ein algebrais
h abges
hlossener K

�

orper

Zun

�

a
hst stellen wir einige

�

Uberlegungen

�

uber die Anzahl der KoeÆzienten einer

de�nierenden Glei
hung f

�

ur einen Funktionenk

�

orper F=k vor:
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5.5. De�nition. Es sei k[x; y℄ ein Polynomring in zwei Ver

�

anderli
hen

�

uber k.

Der maximale Grad eines bivariaten Polynoms f 2 k[x; y℄ ist die ganze Zahl

degmax f := maxfdeg

x

; deg

y

g

5.6. De�nition. Es sei k[x; y℄ ein Polynomring in zwei Ver

�

anderli
hen

�

uber k.

Wir de�nieren das allgemeine Polynom f vom maximalen Grad n: Es sei f 2

k[x; y℄ der Form:

f(x; y) =

n

X

i=0

n

X

j=0

a

i;j

x

i

y

j

also

f(x; y) = a

00

+ a

10

x + a

01

y + a

20

x

2

+ a

11

xy + a

02

y

2

+ � � � � � � � � �+

a

n0

x

n

+ a

(n�1)1

x

n�1

y + � � � � � �+ a

1(n�1)

xy

n�1

+ a

0n

y

n

Die Kurve de�niert dur
h f(x; y) = 0 hei�t vom Grad n.

5.7. Bemerkung. Die Anzahl der KoeÆzienten N ist

1

2

(n+1)(n+2). Wenn man

das Polynom normiert, erh

�

alt man N =

1

2

(n + 1)(n + 2)� 1 =

1

2

n(n + 3). Diese

Zahl kann au
h in der Form 3n + g � 1 mit g =

(n�1)(n�2)

2

ges
hrieben werden.

5.8. Bemerkung. Wenn man �-mal spezialisiert (x

i

; y

i

) 7! f(x

i

; y

i

); 1 � �,

erh

�

alt man � Glei
hungen:

f(x

1

; y

1

) = 0; � � � ; f(x

�

; y

�

) = 0:

Mit ihrer Hilfe l

�

a�t si
h eine Anzahl von KoeÆzienten a

ik

dur
h die

�

ubrigen linear

und homogen darstellen. Dies ist die algebrais
he Formulierung der geometris
hen

Glei
hungstransformation, die man dur
hf

�

uhrt, wenn man Punkte auf einer Kurve

kennt, bzw. die Bedingung, da� die Kurve dur
h bestimmte Punkte geht -mit den

entspre
henden Eins
hr

�

ankungen- stellt.

Wir betra
hten -na
h Deuring [12℄- folgende Menge:

5.9. De�nition. Es sei f 2 k[x; y℄.

V

ng

:= fa

i;j

2 kj0 = f(x; y) =

n

X

i=0

n

X

j=0

a

i;j

x

i

y

j

g

ist die Menge, in der die Kurven n-ten Grades vom Ges
hle
ht g mit nur gew

�

ohn-

li
hen Knotenpunkten als einzigen Singularit

�

aten, enthalten sind.
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V

ng

ist eine irreduzible Variet

�

at. Die Dimension dieser Variet

�

at ist 3n+g�1 unter

Ber

�

u
ksi
htigung der Glei
hung g =

(n�1)(n�2)

2

. In der Literatur spri
ht man von

Severi-Variet

�

aten im Zusammenhang mit dem Hilbert{S
hema von Kurven vom

Grad n. In [4℄ wird die Geometrie der Severi{Variet

�

aten diskutiert. Es werden

Kurven von gegebenem Grad und Ges
hle
ht parametrisiert und eine rekursi-

ve Formel f

�

ur die Anzahl der Kurven in P

2

(C ) von vorgegebenem Grad mit d

gew

�

ohnli
hen Knotenpunkten und die dur
h eine bestimmte Anzahl von Punkten

gehen angegeben.

Wir betra
hten die Menge aller Funktionenk

�

orper

�

uber k vom Ges
hle
ht g

�

uber

k und de�nieren eine

�

Aquivalenzrelation: Zwei Funktionenk

�

orper

�

uber k vom

Ges
hle
ht g

�

uber k sind

�

aquivalent genau dann, wenn sie k-isomorph sind.

5.10. De�nition. Die aÆne Variet

�

at M

g

(k) wird dur
h eine injektive Abbil-

dung von M

g

(k) in die Menge der Klassen von k-isomorphen Funktionenk

�

orpern

�

uber k vom Ges
hle
ht g

�

uber k de�niert. M

g

(k) hei�t Modulvariet

�

at der Funk-

tionenk

�

orper vom Ges
hle
ht g

�

uber k. Die Koordinaten m eines Punktes aus

M

g

(k) hei�en Moduln.

Wir wollen den Zusammenhang zwis
hen den Variet

�

aten

V

ng

und M

g

(k) na
h

Deuring [12℄ formalisieren. Dies ges
hieht unter Verwendung des Begri�es der

algebrais
hen Korrespondenz, auf den wir ansonsten ni
ht eingehen werden. F

�

ur

den Begri� der algebrais
hen Korrespondenz verweisen auf [15℄ oder [91℄. Wir

geben die im letzten Werk enthaltenen De�nition wieder :

5.11. De�nition. Es seien

V

1

und

V

2

zwei aÆne Variet

�

aten

�

uber k von Dimen-

sion m bzw. n. Eine aÆne Variet

�

at K

�

uber k, de�niert als

K(

V

1

;

V

2

) := f(v

1

; v

2

)jv

1

2

V

1

; v

2

2

V

2

g

hei�t algebrais
he Korrespondenz, wenn sie dur
h ein System von homogenen

Glei
hungen (homogen sowohl in den v

1

als in den v

2

)

f

i

(v

1;0

; : : : ; v

1;m

; v

2;0

; : : : ; v

2;n

) = 0

de�niert wird.

Von den Punkten v

2

wird gesagt, da� sie den Punkten v

1

in der Korrespondenz

zugeordnet sind. Siehe [91℄

5.12. De�nition. Es sei K(

V

ng

;M

g

(k)) eine algebrais
he Korrespondenz, die

jeder ni
ht-singul

�

aren Kurve C 2

V

ng

einen Punkt P (C) 2 M

g

(k) eindeutig

zuordnet, so da� zwei ni
ht-singul

�

are Kurven C

1

und C

2

genau dann k-isomorph

sind, wenn P (C

1

) = P (C

2

) ist. Die Glei
hungen dieser Korrespondenz haben

KoeÆzienten in k. Dem dur
h die Kurve C de�nierten Funktionenk

�

orper F=k

wird dur
h P (F=k) = P (C) ein Punkt P (F=k) 2 M

g

(k) zugeordnet.
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Es seiM

g

(k) eine Modulvariet

�

at und F=k ein Funktionenk

�

orper. Die Koordinaten

m eines Punktes P (F=k) 2 M

g

(k) hei�en Moduln von F=k.

5.13. Satz. Es sei F=k ein Klassenvertreter aus M

g

(k). F=k kann dur
h eine

Glei
hung

f(x; y) =

�

X

i=0

�

X

j=0

a

i;j

x

i

y

j

de�niert werden, deren Glei
hungskoeÆzienten a

i;j

rationale Funktionen der Mo-

duln mit KoeÆzienten aus k sind. f(x; y) hei�t Normalglei
hung f

�

ur F=k.

F

�

ur einen Beweis siehe [12℄. Normalglei
hungen hei�en au
h kanonis
he Glei
hun-

gen. Wir werden uns darauf bes
hr

�

anken die F

�

alle der Funktionenk

�

orper vom

Ges
hle
ht 0, 1, 2, 3 und 4 zu bespre
hen.

5.2.1 g=0

Es sei k ein K

�

orper und F = k(x; y) ein Funktionenk

�

orper

�

uber k vom Ges
hle
ht

0

�

uber k.D ist ein Divisor aus D(F=k). Wegen g = 0 und mit 3.15. gilt dimP � 1.

D.h. es existiert x 2 F=k und x 62 k, so da� D = (x)

1

. Dann ist deg (x)

0

=

deg (x)

1

= 1 und damit [F : k(x)℄ = 1 also F = k(x).

Die Funktionen x und y lassen si
h mit Hilfe einer Funktion t 2 F mit deg (t)

1

= 1

als rationale Funktionen von t darstellen und es ist also:

x = r(t); y = r

1

(t)

Analog f

�

ur einen zweiten Funktionenk

�

orper F = k(z; u) vom Ges
hle
ht g = 0:

z = R(�); u = R

1

(�);

wobei � ebenfalls eine Funktion mit deg (�)

1

= 1 des K

�

orpers F = k(z; u) ist. Da

t und � beide Funktionen mit deg (t)

1

= deg (�)

1

= 1 sind, so mu� notwendig,

wenn beide Funktionenk

�

orper k-isomorph sind

t =

�� + �


� + Æ

(�Æ � �
) 6= 0

sein; umgekehrt k

�

onnen zwei rationale Funktionenk

�

orper dur
h eine derartige

Substitution ineinander transformiert werden. Da hier drei Gr

�

o�en, n

�

amli
h die

Verh

�

altnise � : � : 
 : Æ willk

�

urli
h bleiben, so folgt ni
ht nur, da� zwei beliebige

Funktionenk

�

orper vom Ges
hle
ht Null in dieselbe Klasse fallen, sondern au
h,

da� die Zahl der Moduln glei
h Null ist.

5.14. Satz. Jeder algebrais
he Funktionenk

�

orper vom Ges
hle
ht Null hat un-

endli
h viele Automorphismen, die von drei willk

�

urli
hen Parameter abh

�

angen.
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5.2.2 g=1

5.15. De�nition. Ein algebrais
her Funktionenk

�

orper F=k (k ist der exakte

Konstantenk

�

orper) hei�t elliptis
her Funktionenk

�

orper falls gilt:

(i) F=k hat das Ges
hle
ht g = 1

(ii) Es existiert ein Divisor A 2 D(F=k) mit deg A = 1

5.16. Bemerkung. Wenn k algebrais
h abges
hlossen oder endli
h ist, existiert

immer ein Divisor A 2 D(F=k) mit deg A = 1.

F

�

ur die Theorie der elliptis
hen Funktionenk

�

orper bzw. elliptis
hen Kurven wird

auf [35℄, [76℄ und [74℄ hingewiesen. Wir betra
hten die Variet

�

at

V

3;1

(k). Die

Dimension von

V

3;1

ist 9 . Das allgemeine Polynom f vom maximalen Grad

degmax f = 3 ist

f(x; y) = a

00

+ a

10

x + a

01

y + a

20

x

2

+ a

11

xy + a

02

y

2

+

a

30

x

3

+ a

21

x

2

y + a

12

xy

2

+ a

03

y

3

Mit Hilfe des Satzes von Riemann wird die Normalglei
hung bestimmt.

Es sei k ein K

�

orper und F=k ein Funktionenk

�

orper

�

uber k vom Ges
hle
ht 1

�

uber k. P ist ein Primdivisor aus D(F=k). Wegen g = 1 und mit 3.15. gilt

dimP � 1. Na
h 3.13. ist dimP � 1 und damit ist dimP = 1. Na
h 3.15.(ii)

ist dimP=(
P)=
 f

�

ur alle 
 � 0. Es sei die Menge f1; xg eine Basis f

�

ur L(2P ).

Dann ist (x)

1

= 2P , weil wenn (x)

1

= P w

�

are, dann w

�

are F rational. Es folgt:

[F : k(x)℄ = 2. Es sei f1; x; yg eine Basis f

�

ur L(3P ). Dann ist (y)

1

= 3P , und

damit y 62 k(x). Also F=k = k(x; y). Die sieben Elemente 1; x; y; x

2

; xy; x

3

; y sind

in L(6P ) enthalten. Da dim (6P ) = 6, existiert eine ni
ht-triviale Relation

a

02

y

2

+ a

11

xy + a

01

y = a

30

x

3

+ a

20

x

2

+ a

10

x+ a

00

mit a

02

6= 0 wegen [F : k(x)℄ = 2. Die Relation w

�

are sonst eine Glei
hung ersten

Grades in y, also rational. Analog ist a

30

6= 0. Im allgemeinen Polynom sind also

a

03

= a

12

= a

21

= 0. Nun multiplizieren wir die erhaltene Glei
hung mit a

3

02

a

2

30

;

man erh

�

alt

a

4

02

a

2

30

y

2

+ � � � = a

3

02

a

3

30

x

3

+ � � �

Dur
h eine birationale Tranformation

u := a

2

02

a

30

y z := a

02

a

30

x



38 KAPITEL 5. KLASSEN VON ALGEBRAISCHEN FUNKTIONENK

�

ORPERN

ist F = k(z; u) und man erh

�

alt die Normalglei
hung

�

uber k, die ni
ht-singul

�

are

Weierstrass-Glei
hung:

f(z; u) = u

2

+ b

11

xu+ b

01

u+ b

30

z

3

+ b

20

b

2

+ b

10

z + a

00

bzw.

f(z; u) = u

2

+ (b

11

x+ b

01

)u+ b

30

z

3

+ b

20

b

2

+ b

10

z + a

00

5.17. Bemerkung. Wenn �(k) 6= 2 oder �(k) 6= 3, kann die Normalform einfa-


here Formen annehmen, auf die wir sp

�

ater eingehen.

5.18. De�nition. Es sei F = k(x; y) ein Funktionenk

�

orper, de�niert dur
h die

Weierstrass-Normalglei
hung

�

uber k.

f(x; y) = y

2

+ a

11

xy + a

01

y + a

30

x

3

+ a

20

x

2

+ a

10

x + a

00

Zu der Normalglei
hung werden b

2

; b

4

; b

6

; b

8

, als rationale Funktionen der Aus-

gangskoeÆzienten de�niert:

b

2

= a

2

11

+ 4a

20

b

4

= 2a

10

+ a

11

a

01

b

6

= a

01

2

+ 4a

00

b

8

= a

11

2

a

00

+ 4a

20

a

00

� a

11

a

01

a

10

+ a

2;0

a

01

2

� a

10

2




4

= b

2

2

� 24b

4




6

= �b

2

3

+ 36b

2

b

4

� 216b

6

� = �b

2

2

b

8

� 8b

4

3

� 27b

6

2

+ 9b

2

b

4

b

6

j(F ) = 


4

3

=�

:

j(F ) hei�t j-Invariante von F=k. � hei�t Glei
hungsdiskriminante.

5.19. Bemerkung. Es besteht die folgende Relation: 12

3

� = 


4

3

� 


6

2

und in-

folgedessen

j = 12

3




4

3




4

3

� 


6

2

12

3

wird als vers
hieden von Null au
h im Fall � (k) = 2 und � (k) = 3 betra
htet.

5.20. Bemerkung. b

2

; b

4

; b

6

; b

8

entstehen aus einer quadratis
hen Erg

�

anzung,




4

; 


6

aus einer kubis
hen Erg

�

anzung.

5.21. Satz. Es seien F

1

=k und F

2

=k zwei Funktionenk

�

orper

�

uber k. Wenn sie k-

isomorph sind, dann ist j(F

1

=k) = j(F

2

=k). Die Umkehrung gilt, falls k algebra-

is
h abges
hlossen ist.
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Na
h Konstruktion gilt j(F=k) 2 k. j(F=k) kann als Modul betra
htet werden.

Die Variet

�

atM

1

(k) ist isomorph zur Menge A

1

(k)[f1g und j(F ) ist die Koordi-

nate aufM

1

(k). Mit Ausnahme des unendli
hen Punktes, in dem � = 0 ist, ent-

spri
ht jedem Punkt vonM

1

(k) eine k-isomorphe Klasse von Funktionenk

�

orpern

vom Ges
hle
ht g = 1. Dies ist ni
ht der Fall, wenn der Konstantenk

�

orper ni
ht

algebrais
h abges
hlossen ist.

Die Aussage von Satz 5.18. wird bewiesen, indem man die betre�enden Glei-


hungen angibt. Das hei�t, ausgehend von einem Wert f

�

ur j de�niert man die

entspre
hende Glei
hung. Dies erfordert eine Fallunters
heidung na
h der Cha-

rakteristik � (K) des Konstantenk

�

orpers. Es entstehen vers
hiedene Isomorphie-

klassen wenn � (K) = 2 und wenn � (K) 6= 2. Da eine eingehende Behandlung

viel Raum in Anspru
h nehmen w

�

urde, verweisen wir auf die Literatur.[12, 35, 74℄

5.22. Proposition. Es sei j 2 M

1

(k). Es existiert ein Funktionenk

�

orper F=k,

der

�

uber k(j) mit j(F=k) = j de�niert wird.

Beweis[74℄. F

�

ur j 6= 0 oder j 6= 12

3

de�niert die folgende Glei
hung

f(x; y) = y

2

+ xy � x

3

+

36

j � 12

3

x +

1

j � 12

3

einen elliptis
hen Funktionenk

�

orper F=k mit j(F=k) = j

�

uber einem K

�

orper

von beliebiger Charakteristik. Wenn j = 0 ist, wird der Funktionenk

�

orper dur
h

folgende Glei
hung de�niert:

f(x; y) = y

2

+ y � x

3

+ a

00

Im Fall j = 12

3

ist

f(x; y) = y

2

� x

3

+ a

10

x

die de�nierende Glei
hung.�

5.2.3 g=2

5.23. De�nition. Ein algebrais
her Funktionenk

�

orper F=k

�

uber k vom Ges
hle
ht

g � 2

�

uber k, der einen rationalen Teilk

�

orper k(x) � F mit [F : k(x)℄ = 2 enth

�

alt,

hei�t hyperelliptis
h.

5.24. Lemma. (a) Ein algebrais
her Funktionenk

�

orper F=k vom Ges
hle
ht g �

2

�

uber k ist hyperelliptis
h genau dann, wenn es einen Divisor A 2 D(F=k) mit

degA = 2 und dim(A) � 2 gibt.

(b) Jeder Funktionenk

�

orper F=k vom Ges
hle
ht g = 2 ist hyperelliptis
h.
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5.25. Proposition. Es sei k ein vollkommener K

�

orper der Charakteristik

� (k) 6= 2.

(a) Es sei F=k ein hyperelliptis
her Funktionenk

�

orper vom Ges
hle
ht g. Es exi-

stieren x; y 2 F so da� F = k(x; y) und

y

2

= f(x) 2 k[x℄

mit einem quadratfreien Polynom f(x) vom Grad 2g + 1 oder 2g + 2.

(b) Umgekehrt, falls F = k(x; y) und y

2

= f(x) 2 k[x℄ mit einem quadratfreien

Polynom f(x) vom Grad m � 4, dann ist F=k ein hyperelliptis
her Funktio-

nenk

�

orper vom Ges
hle
ht

g =

�

m�1

2

falls m

�

=

1 mod 2;

m�2

2

falls m

�

=

0 mod 2:

(
) Es sei F = k(x; y) mit y

2

= f(x) 2 k[x℄ wie in (a). Die in F=k(x) verzweigten

Primdivisoren P 2 P

k(x)

sind die folgenden:

alle Nullstellen von f(x) , falls deg f(x)

�

=

0 mod 2;

alle Nullstellen von f(x) und die Polstelle vonx , falls deg f(x)

�

=

1 mod 2:

Infolgedessen gilt: Wenn f(x) in lineare Faktoren zerf

�

allt, dann sind genau 2g+2

Primdivisoren von k(x) verzweigt in F=k(x).

5.26. Bemerkung. Im Falle � (k) = 2 sind alle Primdivisoren in der quadrati-

s
hen Erweiterung F=k(x) wild verzweigt.

Wir widmen uns dem hyperelliptis
hen Fall vom Ges
hle
ht 2. F

�

ur eine eingehen-

de Behandlung des Themas verweisen auf die Originalarbeit von Igusa. [36℄ Wir

betra
hten die Variet

�

at

V

6;2

(k). Die Dimension von

V

6;2

(k) ist 19. F

�

ur die de�nie-

rende Glei
hung eines hyperelliptis
hen Funktionenk

�

orpers ben

�

otigt man jedo
h

viel weniger KoeÆzienten. Wenn � (k) 6= 2 gibt es se
hs Weierstrass-Punkte. Wir

erhalten eine de�nierende Glei
hung der Form:

f(x; y) = y

2

+

6

X

i=0

a

i

x

6�i

also

y

2

= 
(x� �

1

)(x� �

2

) � � � (x� �

2�2+2

) 
 2 k

und dur
h geeignete birationale Transformation erhalten wir f

�

ur �

1

; � � � ; �

6

die

Werte 0; 1;1; �

1

; �

2

; �

3

und damit die Normalglei
hung:

y

2

= x(x� 1)(x� �

1

)(x� �

2

)(x� �

3

)
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Im Falle � (k) = 2 ben

�

otigt man anstelle einer Kummer- eine Artin-S
hreier-

Erweiterung: y

2

+ y = f(x). Das erzeugende Element y ist bis auf Transforma-

tionen vom Typ: y ! y + B(x) eindeutig de�niert. Hier sind u(x) und B(x)

rationale Funktionen von x. Es sei (a)

1

der Poldivisor der Funktion f(x). Dur
h

Anwendung des Satzes von Riemann-Hurwitz erhalten wir:

2 =

[F : k(x)℄

[k : k℄

(�2) +

X

P2supp((a)

1

)

(v

P

+ 1)

also

6 =

X

P2supp((a)

1

)

(v

P

+ 1)

Diese Glei
hung hat drei vers
hiedene L

�

osungen:

(i) (1+1) + (1+1) + (1+1) = 6.

(ii) (3+1) + (1+1) = 6.

(iii) (5+1) = 6

Damit erhalten wir die Normalglei
hungen f

�

ur � (k) = 2:

(1)y

2

+ y + �x+ �x

�1

+ 
(x� 1)

�1

(2)y

2

+ y + x

3

+ �x + �x

�1

(3)y

2

+ y + x

5

+ �x

3

mit �; �; 
 vers
hieden von Null im ersten Fall und b 6= 0 im zweiten Fall.

5.27. Bemerkung. Die Glei
hung y

2

+ y + x

5

+ �x

3

+ �x ist k-isomorph zum

dritten Fall. Es werden eine lineare Transformation auf x und eine Tranformation

auf y, die ein quadratis
hes Polynom in x verwendet, dur
hgef

�

uhrt.

Wir ben

�

otigen eine allgemeine Normalglei
hung, die

�

uber alle k einen hyperellip-

tis
hen Funktionenk

�

orper de�niert.

Wir erhalten die Normalglei
hung dur
h Anwendung des Satzes von Riemann-

Ro
h 4.8. Na
h 4.9. gilt f

�

ur jeden kanonis
hen Divisor W 2 D(F=k): degW =

2g � 2 = 2 und dimW = g = 2. Es sei P ein Weierstrass-Punkt. Na
h 4.12.

existiert zu jedem n � 4 ein x 2 F mit (x)

1

= nP . Die sieben Elemente

x

2

; x

3

; x

4

; y; xy; x

2

y; xy

2

sind in L(6P ). Da dim(6P ) = 6, existiert eine ni
ht-

triviale Relation mit KoeÆzienten aus k:

a

12

xy

2

+ a

01

y + a

11

xy + a

21

x

2

y = a

40

x

4

+ a

30

x

3

+ a

20

x

2
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mit a

12

6= 0 und a

40

6= 0 bzw.:

f(x; y) = xy

2

+ (1 + b

11

x+ b

21

x

2

)y + x

4

+ b

30

x

3

+ b

20

x

2

Die f

�

unf fehlenden Weierstrass-Punkte sind die Nullstellen der Diskriminante der

Normalglei
hung, n

�

amli
h die Wurzel der Glei
hung:

(1 + b

11

x + b

21

x

2

)

2

� 4x

3

(a

20

+ a

30

x+ x

2

) = 0

5.28. Bemerkung. Es werden drei vers
hiedene Normalglei
hungen, in Abh

�

angig-

keit von der Charakteristik � (k) des Primk

�

orpers, de�niert. Dementspre
hend

kann die allgemeine Normalglei
hung, wenn die Charakteristik ber

�

u
ksi
htigt

wird, in die jeweils andere transformiert werden.

5.29. De�nition. Es sei f(x; y) = xy

2

+ (1 + a

11

x + a

21

x

2

)y + x

4

+ a

30

x

3

+

a

20

x

2

die allgemeine Normalglei
hung f

�

ur hyperelliptis
he Funktionenk

�

orper vom

Ges
hle
ht 2. Man de�niert:

J

2

(F ) = a

2

11

a

2

21

J

4

(F ) = a

5

11

a

21

+ a

4

11

a

2

21

a

30

+ a

3

11

a

2

21

(a

21

a

20

+ 1) + a

2

11

a

2

21

a

2

20

+ a

11

a

3

21

(a

21

a

20

+ 1):

J

6

(F ) = a

8

11

+ a

6

11

a

2

21

a

2

30

+ a

4

11

a

2

21

(a

21

a

20

+ 1)

2

+ a

2

11

a

2

21

a

4

20

+ a

4

21

(a

21

a

20

+ 1)

2

;

J

8

(F ) = 2

�2

(J

2

J

6

� J

2

4

);

J

10

(F ) = a

7

11

a

20

+ a

6

11

(a

3

21

a

20

+ a

30

) + a

5

11

(a

4

21

a

20

a

30

+ a

3

21

a

30

+ a

21

a

20

+ 1)+

a

4

11

(a

5

21

a

2

20

+ a

4

21

a

2

30

+ a

3

21

+ a

2

20

)a

3

11

a

21

(a

21

a

20

+ 1)

3

+ (a

21

a

20

+ 1)

4

:

:

Die J

i

(F ) ; i 2 f2; 4; 6; 8; 10g: hei�en arithmetis
he Invarianten J

i

von F=k.

Die Invarianten der Funktionenk

�

orper vom Ges
hle
ht 2 hei�en au
h Igusa{Invarianten.

Die arithmetis
hen Invarianten sind in der angegebenen Darstellung f

�

ur K

�

orper

der Charakteristik � (k) = 2 g

�

ultig. Wenn � (k) 6= 2, k

�

onnen die arithmetis
hen

Invarianten anders de�niert werden. Man kann jedo
h, wie im Falle der Normal-

glei
hungen, von einer Darstellung zur anderen

�

ubergehen.

Das Analogon zur Aussage

�

uber die Bedeutung der Invariante j(F ) im elliptis
hen

Fall ist:

5.30. Satz. Es sei k ein vollkomener K

�

orper und seien F

1

=k und F

2

=k zwei

hyperelliptis
he Funktionenk

�

orper vom Ges
hle
ht 2

�

uber k. Genau dann, wenn

F

1

=k und F

2

=k k-isomorph sind, gilt J

i

(F

1

) = J

i

(F

2

); f �ur i 2 f2; 4; 6; 8; 10g.

5.31. Bemerkung. Na
h Konstruktion gilt J

i

(F ) 2 k. Die J

i

(F ) k

�

onnen als

Moduln betra
htet werden.
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5.32. Proposition. Es sei M

2

(k) die Modulvariet

�

at der Funktionenk

�

orper vom

Ges
hle
ht 2

�

uber k. Die Elemente

J

4

J

2

2

;

J

6

J

3

2

;

J

10

J

5

2

;

aus M

2

(k) sind algebrais
h unabh

�

angig. Damit ist dim(M

2

(k) = 3

5.33. Proposition. Es seien J

i

2 M

2

(k). Es existiert ein Funktionenk

�

orper

F=k, de�niert

�

uber k(J

i

) mit J

i

(F=k) = j

Die Aussage von Satz 5.13 wird bewiesen, indem man die betre�enden Glei
hun-

gen angibt. Wir werden uns hier darauf bes
hr

�

anken, beispielhaft einen Fall zu

behandeln. Wir betra
hten die Normalglei
hung f

�

ur � (k) = 2 vom Typ:

y

2

+ y + x

5

+ �x

3

Es gilt

�

10

=

J

5

4

8

J

10

F

�

ur Untersu
hungen auf dem Gebiet der expliziten Konstruktion von Kurven

bzw. Funktionenk

�

orpern vom Ges
hle
ht 2 verweisen wir auf [48, 49, 53℄. F

�

ur

Anwendungen sowie weitere konstruktive Untersu
hungen verweisen wir auf[42,

34, 62℄

5.2.4 g=3

In diesem Abs
hnitt untersu
hen wir ni
ht hyperelliptis
he algebrais
he Funktio-

nenk

�

orper vom Ges
hle
ht drei. Der hyperelliptis
he Fall wird von der angegebe-

nen De�nition im Fall g = 2 erfa�t.

Wir betra
hten die Variet

�

at

V

4;3

(k). Die Dimension von

V

4;3

(k) ist 14.

V

4;3

(k) := fa

i;j

2 kj0 = f(x; y) =

4

X

i=0

4

X

j=0

a

i;j

x

i

y

j

g

Da wir ni
ht-hyperelliptis
he Funktionenk

�

orper betra
hten, gibt es keinen Divisor

A 2 D(F=k) mit degA = 2.

5.34. Satz. Es sei F=k ein ni
ht-hyperelliptis
her Funktionenk

�

orper vom Ge-

s
hle
ht g = 3. Es existiert ein Divisor A 2 D(F=k) mit degA = 3 und dim(A) �

2
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Beweis. Die Funktionenk

�

orper vom Ges
hle
ht g � 2 werden dur
h kanonis
he

Divisoren erzeugt (siehe [5℄). Es sei W ein kanonis
her Divisor. Es gilt degW = 4

und dimA = 4 + 1 � 3 = 2. Da ein Divisor D vom Grad eins existiert und der

Funktionenk

�

orper ni
ht hyperelliptis
h ist, gilt W = A+D und A ist ein Divisor

vom Grad drei.�

Ausgehend von der Existenz eines Divisors A 2 D(F=k) mit degA = 3 und

dim(A) � 2 und da g = 3 = (4� 1)(4� 2)=2 gilt, erhalten wir unter Verwendung

elementarsymmetris
her Funktionen eine Normalglei
hung der Form:

f(x; y) = b

00

+ b

10

x+ b

20

x

2

+ b

30

x

3

+ b

40

x

4

+

b

01

y + b

11

xy + b

21

x

2

y + b

03

y

3

bzw.

f(x; y) = y

3

+ (a

21

x

2

+ a

11

x + a

01

)y+

x

4

+ a

30

x

3

+ a

20

x

2

+ a

10

x + a

00

wobei die KoeÆzienten der Form b

i2

y

2

dur
h eine birationale Transformation

eliminiert wurden. Bei der Transformation wurde dur
h drei dividiert und in-

folgedessen hat diese Normalform eine s
hle
hte Reduktion mod 3. Setzen wir

a(x) = a

21

x

2

+a

11

x+a

01

und b(x) = x

4

+a

30

x

3

+a

20

x

2

+a

10

x+a

00

so erhalten wir

f

�

ur die Diskriminante der Glei
hungsordnung den Ausdru
k: � = 4a(x)

3

+27b(x)

2

.

Aus diesem Ausdru
k wird ersi
htli
h, da� diese Normalform ni
ht allgemein

g

�

ultig ist, wenn der Konstantenk

�

orper k der Charakteristik �(k) = 2; 3 ist. Im all-

gemeinen wissen wir, da� wir bei einer Reduktion modulo eines Primdivisors des

Konstantenk

�

orpers, nur f

�

ur endli
h viele Primdivisoren des Konstantenk

�

orpers

einen Funktionenk

�

orper vom Ges
hle
ht g < 3 erwarten k

�

onnen. Ein globaler

Funktionenk

�

orper F=F

5

, de�niert dur
h y

3

+(x

2

+ x+1)y+ x

4

+ x

3

+ x

2

+ x+1,

ist vom Ges
hle
ht 1

�

uber F

5

Die Dimension von M

g

(k) ist glei
h 3g � 3 + � f

�

ur g > 1 wobei � die Parame-

terzahl der Automorphismengruppe von F=k ist und f

�

ur g > 2 � = 0 gilt, wenn

der Funktionenk

�

orper hinrei
hend allgemein ist [12, 31℄. Dies wurde bereits von

Riemann [64℄ bewiesen. Einen weiteren Beweis �ndet man in [56℄. Auf die Auto-

morphismen

�

uber k werden wir ni
ht eingehen und verweisen auf [78, 79℄ f

�

ur eine

Behandlung der Automorphismengruppe eines Funktionenk

�

orpers von Primzahl-


harakteristik. Explizite Ausdr

�

u
ke analog zu den j- bzw. Igusa{Invarianten sind

f

�

ur g � 3 no
h unbekannt. Die Dimension von M

g

(k) kann auf der Grundlage
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der bis jetzt vorgestellten Theorie erre
hnet werden: Die Dimension der Severi-

Variet

�

at

V

4;3

(k) ist 14. Betra
htet man die entspre
hende Glei
hung als ni
ht-

normiert, so ist 15 die Anzahl ihrer KoeÆzienten. Der Funktionenk

�

orper wird

dur
h die kanonis
he Klasse [W ℄ erzeugt und dimW = 3. Also kann der Funktio-

nenk

�

orper dur
h drei Funktionen x

1

; x

2

; x

3

erzeugt werden. Jede dieser Funktio-

nen l

�

a�t eine Transformation der Form

t

i

=

�x

i

+ �


x

i

+ Æ

(�Æ � �
) 6= 0

zu. Dann sind 3 � 3 = 9 Konstanten ni
ht-wesentli
h f

�

ur De�nition des Funktio-

nenk

�

orpers. Wir erhalten

dim

V

4;3

(k) + 1� 9 = 15� 9 = 6 = 3 � 3� 3 = dimM

3

(k)

5.2.5 g=4

Wir betra
hten die Variet

�

at

V

6;4

(k). Die Dimension von

V

6;4

(k) ist 21.

V

6;4

(k) := fa

i;j

2 kj0 = f(x; y) =

6

X

i=0

6

X

j=0

a

i;j

x

i

y

j

g

Da wir ni
ht-hyperelliptis
he Funktionenk

�

orper betra
hten, gibt es keinen Divisor

A 2 D(F=k) mit degA = 2.

5.35. Satz. Es existieren zwei vers
hiedene Arten ni
ht-hyperelliptis
her Funk-

tionenk

�

orper vom Ges
hle
ht 4. Die erste enth

�

alt eine Divisorenklasse vom Grad

drei und der Dimension zwei und die andere enth

�

alt zwei Divisorenklassen vom

Grad drei und der Dimension zwei.

Beweis. Der Funktionenk

�

orper wird von der kanonis
hen Klasse erzeugt. Es sei

W ein kanonis
her Divisor. Es gilt degW = 6.

(a) Es existieren zwei vers
hiedene DivisorenA

1

; A

2

mitA

1

+A

2

=W , jeweils vom

Grad drei. Dur
h Anwendung des Satzes von Riemann{Ro
h und da dimW =

g = 4 gilt dimA

1

= 3 + 1� 4 + dim(W � A

1

) = 2. Analog gilt dimA

2

= 2. Die

zugeordnete Divisorenklassen sind [A

1

℄ und [A

2

℄.

(b) Wir betra
hten den Fall A

1

= A

2

. Es gilt dimA

1

= 2 und degA

1

= 3. �.

Wir erhalten zwei vers
hiedene Normalglei
hungen. Wenn es zwei vers
hiedene

Divisorenklassen vom Grad drei gibt, dann existieren zwei Funktionen x; y vom

Grad drei, die als unabh

�

angige Variabeln gew

�

ahlt werden k

�

onnen. W

�

ahlt man

o.B.d.A. x als unabh

�

angige Variable, so ist y Wurzel einer Glei
hung dritten
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Grades. Die Normalglei
hung ist also eine Glei
hung dritten Grades in beiden

Variablen:

f(x; y) = y

3

+ (a

32

x

3

+ a

22

x

2

+ a

12

x + a

02

)y

2

+

(a

31

x

3

+ a

21

x

2

+ a

11

x + a

01

)y + a

30

x

3

+ a

20

x

2

+ a

10

x+ a

00

:

Wenn es nur eine Divisorenklasse vom Grad drei gibt und da degW = 6 erhalten

wir unter Verwendung elementarsymmetris
her Funktionen eine Normalglei
hung

der Form

f(x; y) = y

3

+ (a

4;1

x

4

+ a

31

x

3

+ a

21

x

2

+ a

11

x + a

01

)y+

x

6

+ a

50

x

5

+ a

40

x

4

+ a

30

x

3

+ a

20

x

2

+ a

10

x+ a

00

:

wobei die KoeÆzienten der Form a

i2

y

2

dur
h eine birationale Transformation

eliminiert wurden. Setzen wir a(x) = a

4;1

x

4

+a

31

x

3

+a

21

x

2

+a

11

x+a

01

und b(x) =

x

6

+a

50

x

5

+x

4

+a

30

x

3

+a

20

x

2

+a

10

x+a

00

so erhalten wir f

�

ur die Diskriminante der

Glei
hungsordnung den Ausdru
k: � = 4a(x)

3

+27b(x)

2

. Es handelt si
h um eine

ganze rationale Funktion zw

�

olften Grades. Aus diesem Ausdru
k wird ersi
htli
h,

da� diese Normalform ni
ht allgemein g

�

ultig ist, wenn der Konstantenk

�

orper k

der Charakteristik �(k) = 2; 3 ist. Mit der glei
hen Methode wie im Fall g = 3

gilt:

dim

V

4;4

(k)� 6 = 15� 6 = 9 = 3 � 4� 3 = dimM

4

(k)

Wenn die Divisorenklassen zusammenfallen, dann hat die Normalglei
hung 12

KoeÆzienten. Die erzeugenden Elemente x; y lassen folgende Transformationen

zu:

t =

�x+ �


x + Æ

(�Æ � �
) 6= 0

und

� =

my

(
x+ Æ)

2

m 2 Z

Damit reduziert si
h die Anzahl der wesentli
hen KoeÆzienten auf 12�4 = 8 und

die Invarianten der Normalglei
hung bilden eine Untervariet

�

at der Dimension 8

von M

4

(k).



Kapitel 6

Reduktion na
h Primdivisoren

des Konstantenk

�

orpers

In diesem Kapitel gehen wir folgender Frage na
h: Es sei F=k ein Funktionenk

�

orper,

der als Primk

�

orper den K

�

orper Q enth

�

alt. Wie

�

andert si
h die Struktur des Funk-

tionenk

�

orpers, wenn der Primk

�

orper Q dur
h einen Primk

�

orper k der Charakte-

ristik � (k) = p, p eine Primzahl, ersetzt wird?

Wir geben hier im wesentli
hen Ergebnisse von Deuring [11℄ wieder. Beweise der

hier vorgestellten S

�

atze �ndet man im eben zitierten Artikel oder in [15℄ ,III.6.

6.1. De�nition. Ein noethers
her, faktorieller Integrit

�

atsring mit 1, in dem jedes

von Null vers
hiedene Primideal ein maximales Ideal ist, hei�t Dedekindring.

Es sei k ein vollkommener K

�

orper, x transzendent

�

uber k, und ein irreduzibles

Polynom f 2 k[x℄[y℄ mit deg

y

(f) = n, wel
hes bez

�

ugli
h y normiert und separa-

bel ist. f erzeuge den Funktionenk

�

orper F=k. Der Konstantenk

�

orper k enthalte

einen Dedekindring R, von dem k der Quotientenk

�

orper ist. O.b.d.A. gelte: Die

KoeÆzienten a

i

(x) von f sind Elemente aus R[x℄[15℄. Es ist hervorzuheben, da�

der Glei
hungsring k[x; y℄=f(x; y)k[x; y℄ weder ein ZPE- no
h ein Dedekindring

ist [61℄.

6.2. De�nition. Es sei P ein Primdivisor des Konstantenk

�

orpers k. Die Reduk-

tion modulo P ist eine Abbildung

~

(�) : R! R=P , de�niert dur
h t 7! t+ P .

6.3. Bemerkung. 1. Es sei k = Q und R = Z. Dann ist

~

(f) : Z! Z=P und

man erh

�

alt eine Glei
hung

~

f mit KoeÆzienten in Z

p

[x℄.

2. Es sei k

1

ein K

�

orper und k = k

1

(x) und R = k

1

[x℄. Die Reduktion modulo

P = x � x

0

, mit x

0

2 k

1

, bedeutet die Anwendung des Einsetzungshomo-

morphismus �(x

0

), also x = x

0

.
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KONSTANTENK

�

ORPERS

Es sei also R=P der Restklassenk

�

orper von R bez

�

ugli
h P . Man ersetzt alle Ko-

eÆzienten in dem Polynom f 2 R[x℄ dur
h die entspre
henden Restklassen aus

R=P und erh

�

alt ein Polynom

~

f 2 R=P [x℄.

6.4. Satz. Es sei k ein vollkommener K

�

orper, x transzendent

�

uber k, und ein

irreduzibles Polynom f 2 k[x℄[y℄ mit deg

y

(f) = n, wel
hes bez

�

ugli
h y normiert

und separabel ist. f erzeuge den Funktionenk

�

orper F=k. Es gibt nur endli
h viele

Primdivisoren P von k, f

�

ur wel
he f im Restklassenk

�

orper

~

k mod P oder in einer

Erweiterung

~

k

r

reduzibel oder au
h nur inseparabel wird.

Nun gehen wir auf die Merkmale der erhaltenen Struktur

g

F=k ein, bzw. betra
hten

wir strukturerhaltende Eigens
haften der Abbildung Reduktion modulo P :

6.5. Satz. Es sei F=k ein Funktionenk

�

orper vom Ges
hle
ht g

�

uber k und

g

F=k

der aus F=k dur
h Reduktion modulo P erhaltene Funktionenenk

�

orper vom Ge-

s
hle
ht ~g. Es gilt:

~g � g

Der Verglei
h von g und ~g wird mit Hilfe des Satzes von Riemann-Hurwitz dur
h-

gef

�

uhrt.

Nun ben

�

otigen wir einige De�nitionen und Ergebnisse aus Kapitel 2: Wir betra
h-

ten den Bewertungsring O

P

des Primdivisors P . Jedes Element 0 6= a 2 F=k hat

eine eindeutige Darstellung a = t

n

u; t ist ein Primelement f

�

ur P und u 2 O

P

�

.

Ein Element a 2 F=k ist ein Primelement von O

P

genau dann, wenn v

P

(a) = 1.

6.6. Satz. Es sei F=k ein Funktionenk

�

orper vom Ges
hle
ht g

�

uber k, A;B 2

D(F=k) und

g

F=k vom glei
hen Ges
hle
ht g

�

uber

~

k. In dem Fall kann man jedem

Divisor A 2 D(F=k) einen Divisor

~

A 2 D(

g

F=k) zuordnen, so da� Folgendes gilt:

1.

^

A+B =

~

A+

~

B

2. degA = deg

~

A

3.

f

(a) = (~a) 8a 2 F=k so da� v

P

(a) = 1

Der Satz besagt, da� die Abbildung Reduktion modulo P

~

(�) ein Homomorphis-

mus, sowohl der Gruppe D(F=k) in die Gruppe D(

g

F=k), als au
h der Divisoren-

klassengruppe Cl(F=k) in die Divisorenklassengruppe Cl(

g

F=k) ist.

6.7. Satz. Es sei F=k ein Funktionenk

�

orper vom Ges
hle
ht g

�

uber k und

g

F=k

vom Ges
hle
ht ~g

�

uber

~

k mit ~g = g. Es sei [W ℄ die kanonis
he Klasse von F=k

und

g

[W ℄ die kanonis
he Klasse in

g

F=k. Es gilt:

g

[W ℄ = [

~

W ℄
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6.8. Satz. Es sei F=k ein Funktionenk

�

orper und

g

F=k der aus F=k dur
h Reduk-

tion modulo P erhaltene Funktionenk

�

orper. Ist ~x separierend f

�

ur

g

F=k so ist es x

f

�

ur F=k.

Zusammenfassend: Es sei F=k ein Funktionenk

�

orper vom Ges
hle
ht g

�

uber k. F

�

ur

fast alle Primdivisoren P des Konstantenk

�

orpers k ist

~

k der Konstantenk

�

orper

von

g

F=k und das Ges
hle
ht ist glei
h g. Wenn das Ges
hle
ht von

g

F=k kleiner

als g ist, spri
ht man von einer s
hle
hten Reduktion modulo P .

6.9. Beispiel. Wir betra
hten Kleins Quartik, de�niert dur
h f(y; z) = z

3

+

y

3

z+y

�

uber Q . Dur
h eine birationale Transformation erhalten wir die Glei
hung:

g(z; u) = u

7

�

z

3

(1�z)

. Der Funktionenk

�

orper, de�niert dur
h f(y; z), ist vom Ge-

s
hle
ht 3. Reduziert man modulo 7, so erh

�

alt man einen Funktionenk

�

orper vom

Ges
hle
ht 0. f(y; z), reduziert modulo 2, de�niert einen Funktionenk

�

orper vom

Ges
hle
ht 3.
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Kapitel 7

�

Uber die Anzahl der

Primdivisoren vom Grad Eins

Es sei F=k ein globaler Funktionenk

�

orper. Wie wir aus 3.11. wissen, gibt es zu

jedem n 2 Z h

�

o
hstens endli
h viele positive Divisoren vom Grad n, also positi-

ve Elemente aus der Menge D

n

(F=k) wenn der Konstantenk

�

orper k endli
h ist.

Infolgedessen ist die Anzahl der Primdivisoren vom Grad eins endli
h.

Man betra
htet L

�

osungen (x

0

; y

0

) 2 k� k der den globalen Funktionenk

�

orper de-

�nierenden Glei
hung f(x; y) = 0, mit f 2 k[x℄[y℄. Wir erinnern an die De�nition

1.74.: Es sei k ein K

�

orper und

V

eine aÆne Variet

�

at der Dimension 1

�

uber k. Die

Menge

V

(k) =

V

\A

2

(k) = fP = (a

1

; a

2

) 2

V

j alle a

i

2 kg

hei�t Menge der k-rationalen Punkte von

V

. Die Betra
htung des Beispiels 1.71.4.

vermittelt uns eine Vorstellung

�

uber die Gestalt der Primdivisoren vom Grad eins

in ihrer Darstellung als maximale Ideale im Spe
 k[x; y℄.

Die Primdivisoren eines Funktionenk

�

orpers sind per De�nition (3.1.) die Stellen

des Funktionenk

�

orpers, so da� man alternativ von den Stellen vom Grad eins eines

Funktionenk

�

orpers oder von den rationalen Punkten auf einer Kurve spre
hen

kann. In der Literatur begegnet man allen drei Bezei
hnungen.

7.1. De�nition. Es sei F=k ein globaler Funktionenk

�

orper vom Ges
hle
ht g

�

uber k = F

q

.

1. N

F=k

ist die Anzahl der Primdivisoren P vom Grad eins des globalen Funk-

tionenk

�

orpers F=k.

2. N

q

(g) ist die maximale Anzahl der Primdivisoren vom Grad eins f

�

ur die

Klasse der Funktionenk

�

orper vom Ges
hle
ht g

�

uber k = F

q

.
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3. Ein globaler Funktionenk

�

orper F=k hei�t optimal, falls N

F=k

= N

q

(g).

Daraus ersieht man die Untersu
hungsfelder: Bestimmung der Zahlen N

F=k

und

N

q

(g) bzw. entspre
hender S
hranken und Bestimmung oder Konstruktion von

Funktionenk

�

orpern, die m

�

ogli
hst optimal sind. Dies bestimmt die Gliederung der

ersten drei Unterabs
hnitte dieses Kapitels: Als erstes werden obere S
hranken f

�

ur

N

q

(g) eingef

�

uhrt und in diesem Rahmen wird de�niert, wann ein globaler Funk-

tionenk

�

orper als Funktionenk

�

orper mit vielen Stellen vom Grad eins bezei
hnet

wird. Dana
h wird eine elementare Methode zur expliziten Bestimmung der An-

zahl der Primdivisoren vom Grad eins vorgestellt und zuletzt werden wir

�

uber

vers
hiedene Ans

�

atze zur Bestimmung oder Konstruktion von globalen Funktio-

nenk

�

orper mit vielen Primdivisoren vom Grad eins beri
hten.

7.1 Obere S
hranken

Die Potenzreihe

�

F=k

(t) :=

1

X

n=0

A

n

t

n

2 Z[[t℄℄ � C ((t))

mit A

n

:= jfA 2 D(F=k) j A � 0 und degA = ngj wird als die Zeta-Funktion

�

F=k

(t) des Funktionenk

�

orpers F=k bezei
hnet. C ((t)) ist die Menge der Potenz-

reihen in der Unbestimmten t

�

uber C . Die entspre
hende L-Reihe des Funktio-

nenk

�

orpers F=F

q

ist:

L

F=F

q

(t) := (1� t)(1� qt)�

F=F

q

(t)

L

F=F

q

(t) ist, als Polynom betra
htet, vom Grad kleiner oder glei
h 2g

Ein Ergebnis von Hasse f

�

ur elliptis
he Funktionenk

�

orper wurde von Weil verall-

gemeinert. Es handelt si
h um das Analogon der Riemanns
he Vermutung f

�

ur

Funktionenk

�

orper [96℄:

7.2. Satz. (Hasse{Weil) F

�

ur die Kehrwerte der Wurzeln �

i

; : : : ; �

2g

von L

F=F

q

(t)

gilt:

j�

i

j = q

1=2

f �ur 1 � i � 2g

F

�

ur einen Beweis siehe [81℄,V.2.

Aus dem Satz von Hasse{Weil folgt eine Abs
h

�

atzung f

�

ur die Anzahl der Prim-

divisoren vom Grad eins N

q

(g) eines Funktionenk

�

orpers F=F

q

vom Ges
hle
ht

g:
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jN

q

(g)� (q + 1)j � 2gq

1

2

(7.3)

Diese Abs
h

�

atzung hei�t Hasse{Weil{S
hranke. Damit erhalten wir eine obere

Abs
h

�

atzung:

N

q

(g) � q + 1 + 2gq

1

2

(7.4)

Es ist hervorzuheben, da� die Hasse{Weil S
hranke sowie andere S
hranken f

�

ur

die Anzahl der Primdivisoren vom Grad eins eines globalen Funktionenk

�

orpers

nur von der Kardinalit

�

at des Konstantenk

�

orpers und vom Ges
hle
ht g des Funk-

tionenk

�

orpers abh

�

angt.

Die Hasse{Weil{S
hranke ist im allgemeinen eine gute Abs
h

�

atzung, d.h.: Es exi-

stieren globale Funktionenk

�

orper, die sie errei
hen. Man kann jedo
h genauere

obere S
hranken angeben. Z.B. wenn q kein Quadrat ist, dann gilt:

N

q

(g) � q + 1 + b2gq

1

2




Serre bewies in [70℄, da� die Hasse{Weil{S
hranke verbessert werden kann:

N

q

(g) � q + 1 + gb2q

1

2


 (7.5)

Dieser Ausdru
k hei�t Serre{S
hranke.

F

�

ur g > (q � q

1

2

)=2 gibt es eine bessere Abs
h

�

atzung f

�

ur N

q

(g) als die dur
h die

Serre{S
hranke zur Verf

�

ugung gestellten. In einer Arbeit von 1981 [37℄ wurde die

als Ihara{S
hranke bezei
hnete Unglei
hung bewiesen:

N

q

(g) � q + 1 + b

p

(8q + 1)g

2

+ 4(q

2

� q)g � g

2


: (7.6)

Die Grundidee l

�

ast si
h wie folgt grob skizzieren: Es wird angenommen, da�

N

F=F

q

gro� ist. Dann liegen die Werte der Wurzeln �

i

; : : : ; �

2g

von L

F=F

q

(t) in

einer kleinen Umgebung von �q

1

2

in C . Die Werte der �

i

2

be�nden si
h info-

gedessen in einer kleinen Umgebung von q, so da� N

F=F

q

2

klein ist. Es gilt je-

do
h N

F=F

q

� N

F=F

q

2

. Unter Verwendung der Cau
hy-S
hwarz-Unglei
hung erh

�

alt

man die Ihara{S
hranke. Aus der Ihara{S
hranke erh

�

alt man eine asymptotis
he

S
hranke:

A(q) := lim sup

g!1

N

q

(g)

g

�

�

2q +

1

4

�

1=2

�

1

2

:

Wenn q ein Quadrat ist, dann gilt A(q) � q

1=2

� 1. Drinfeld und Vladut zeigten:

A(q) � q

1=2

� 1

Diese Abs
h

�

atzung hei�t Drinfeld{Vladut{S
hranke.
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7.7. Beispiel. Wir betra
hten Kleins Quarti


�

uber F

4

, also den Funktionenk

�

orper

de�niert dur
h y

3

+ x

3

y + x 2 F

4

[x℄[y℄. Das Ges
hle
ht dieses Funktionenk

�

orpers

ist g = 3. Die Serre{S
hranke f

�

ur N

4

(3) hat den Wert 17. Die Ihara{S
hranke f

�

ur

N

4

(3) hat den Wert 14. F

�

ur Kleins Quarti


�

uber F

8

hat die Serre{S
hranke f

�

ur

N

8

(3) den Wert 24. Die Ihara{S
hranke f

�

ur N

8

(3) hat den Wert 25.

Iharas Methode wurde von Drinfeld und Vladut in [14℄ und von Serre verallge-

meinert. Serre f

�

uhrte in [70℄ die Idee der Anwendung von expliziten Formeln

ein. Der folgender Satz f

�

uhrt zu besseren Ergebnisse wenn das Ges
hle
ht gro�

im Verh

�

altnis zu q ist.

7.8. Proposition. Es seien 


1

; : : : ; 


m

2 R, die folgende Bedingungen erf

�

ullen:

1. 


r

� 0 f

�

ur r = 1; : : : ; m und ni
ht alle 


r

= 0.

2. Es sei �

m

(t) :=

P

m

r=1




r

t

r

und f

m

(t) := 1+�

m

(t)+�

m

(t

�1

). Damit de�nieren

wir: f

m

(t) � 0 f

�

ur alle t 2 C mit jtj = 1.

Dann gilt:

N

q

(g) �

g

�

m

(q

�1=2

)

+

�

m

(q

1=2

)

�

m

(q

�1=2

)

+ 1:

F

�

ur einen Beweis siehe [81℄ ,V.3.3.

Eine Umformung dieses Ergebnisses ist

(N

q

(g)� 1)�

m

(q

�1=2

)� �

m

(q

1=2

) � g (7.9)

Die re
hte Seite von 7.9 wurde f

�

ur alle f

m

(t) � 0 f

�

ur alle t 2 C mit jtj = 1

von Oesterl�e in einem bei Serre eingerei
hten unver

�

o�entli
hten Manuskript ma-

ximiert. Eine Darstellung dieser Ideen �ndet man in [67℄. Wir bieten eine Skizze

des Resultates in Anlehnung an Auer [2℄:

Es sei �

m

: [

�

m+1

;

�

m

℄! [0; 1℄; m 2 N , de�niert dur
h

� 7! �


os

m+1

2

�


os

m�1

2

�

:

Die Ableitung dieser Abbildung ist

�

0

m

(�) = (sinm�+m sin�)=(2 
os

2

m� 1

2

�):

Damit ist � ein isotoner Hom

�

oomorphismus. Dann wird eine Abbildung

#

q

: [q + 1;1)! [0; 1)
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st

�

u
kweise de�niert:

Es sei N 2 R so da� N � q + 1 und 2 � m 2 Z sei die einzige Zahl so da�

N 2 [q

m=2

+ 1; q

(m+1)=2

+ 1). Wir setzen

u :=

1

q

1=2

q

(m+1)=2

�N + 1

N � 1� q

(m�1)=2

2 (0; 1℄:

und de�nieren #

q

(N) := 
os(�

�1

m

(u)). Aus dem Verhalten der Ableitung dieser

Funktion folgt, da� #

q

(N) ein isotoner Homeomorphismus ist. Zuletzt betra
hten

wir die Abbildung 


q

: [q + 1;1)! [0;1) de�niert dur
h




q

: N 7! 1 +

N(q

1=2

#

q

(N)� 1)

q � 2q

1=2

#

q

(N) + 1

:




q

ist isoton auf [q

2

+1;1). Dies gilt weil #

q

(q

2

+1) = 1=2

1=2

� 1=q

1=2

. Man zeigt

da�




q

(N) = (N � q � 1)=2q

1=2

f

�

ur N 2 [q + 1; q

3=2

+ 1℄ (7.10)

und




q

(N) = 1=4q(N � q

2

� 1 + (7.11)

p

(8q + 1)N

2

� (18q

2

+ 16q + 2)N + q

4

+ 8q

3

+ 18q

2

+ 8q + 1)

f

�

ur N 2 [q3=2 + 1; q

2

+ 1℄. Es gilt also: 


q

ist auf [q + 1; q

2

+ 1℄ streng monoton

fallend.

7.12. Satz. (Oesterl�e) Es sei N

F=F

q

� q + 1. Dann gilt:

g � 


q

(N

F=F

q

):

F

�

ur q � 3 ist 


q

(N

F=F

q

) das Maximum der linken Seite der Unglei
hung 7.9 f

�

ur

alle f

m

(t) � 0 f

�

ur alle t 2 C mit jtj = 1. Im Fall q = 2 gilt diese Aussage ni
ht

immer.

F

�

ur einen Beweis siehe [82℄.

Man de�niert unter Verwendung der Umkehrfunktion von 


q

:

�

N

q

:= 


�1

q

: [0;1)! [q + 1;1)

Es gilt dann

N

q

(g) �

�

N

q

f

�

ur alle g 2 Z

�0

(7.13)



56 KAPITEL 7.

�

UBER DIE ANZAHL DER PRIMDIVISOREN VOM GRAD EINS

Diese Abs
h

�

atzung hei�t Oesterl�e {S
hranke. Diese Abs
h

�

atzung ist die ge-

naueste wenn das Ges
hle
ht g gro� in Verh

�

altnis zu q ist. Aus der Glei
hung

(7.10) folgt, da� f

�

ur g 2 [0; (q � q

1=2

)=2℄ die Oesterl�e{S
hranke mit der Hasse{

Weil{S
hranke

�

ubereinstimmt. Aus (7.11) und f

�

ur g 2

�

1

2

(q � q

1

2); (

q

2

)

1=2

(q � 1)

�

erh

�

alt man die Ihara{S
hranke. Wir betra
hten zwei bedeutende Beispiele:

7.14. Beispiel. 1. Wir verglei
hen die Abs
h

�

atzungen f

�

ur N

3

(5):

(a) Die Hasse{Weil{S
hranke hat den Wert 21.

(b) Die Serre{S
hranke hat den Wert 19.

(
) Die Ihara{S
hranke hat den Wert 15.

(d) Die Oesterl�e {S
hranke hat den Wert 14.

Ein herausragendes Ergebnis ist, da� die oberen S
hranken ni
ht in jedem

Fall errei
ht werden k

�

onnen. K. Lauter zeigte in [46℄ die Unm

�

ogli
hkeit der

Existenz eines Funktionenk

�

orpers F=F

3

vom Ges
hle
ht 5 mit N

F=F

3

= 14.

2. Wir betra
hten Kleins Quartik

�

uber F

4

, also den Funktionenk

�

orper, de�niert

dur
h y

3

+ x

3

y + x 2 F

4

[x℄[y℄. Das Ges
hle
ht dieses Funktionenk

�

orpers ist

g = 3.

(a) Die Serre{S
hranke f

�

ur N

4

(3) hat den Wert 17.

(b) Die Ihara{S
hranke f

�

ur N

4

(3) hat den Wert 14.

(
) Die Oesterl�e {S
hranke f

�

ur N

4

(3) betr

�

agt 14.

Die entspre
henden Abs
h

�

atzungen f

�

ur Kleins Quartik

�

uber F

8

sind:

(a) Die Serre{S
hranke f

�

ur N

8

(3) hat den Wert 24.

(b) Die Ihara{S
hranke f

�

ur N

8

(3) hat den Wert 25.

(
) Die Oesterl�e {S
hranke f

�

ur N

8

(3) hat den Wert 24.

Eine elementare Betra
htung l

�

a�t die S
hwierigkeiten bei der Bestimmung von

N

q

(g) deutli
h werden:

In einem geometris
hen Zusammenhang ist folgendes zu bemerken: q ist die Kar-

dinalit

�

at des 1-dimensionalen aÆnen Raums A

1

(F

q

), q + 1 ist die Kardinalit

�

at

des projektiven Raums P

1

(F

q

) und q

2

+ q+1 ist die Kardinalit

�

at des projektiven

Raums P

2

(F

q

) = A

2

(F

q

)[P

1

(F

q

). Wenn

V

eine aÆne Variet

�

at vom Ges
hle
ht g

�

uber F

q

ist, dann ist die Bestimmung von N

q

(g) glei
hbedeutend mit der Bestim-

mung einer S
hranke f

�

ur die Kardinalit

�

at der Menge der F

q

-rationalen Punkte:

j

V

(F

q

)j = j

V

\A

2

(k)j � N

q

(g)
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Betra
hten wir im obigen Beispiel die Serre{S
hranke f

�

ur N

4

(3). Ihr Wert ist 17.

Die Anzahl der rationalen Punkte einer Variet

�

at

V

(F

4

) vom Ges
hle
ht 3

�

uber F

4

ist j

V

\A

2

(F

4

)j und jA

2

(F

4

)j = 16. Infolgedessen hat eine Kurve, die die Serre{

S
hranke errei
ht, einen Punkt mehr als der zugrundeliegende aÆne Raum. Es

ist zu vermuten, da� wenn das Ges
hle
ht gr

�

o�er wird, die S
hwierigkeiten, eine

Variet

�

at zu �nden, die eine vorgegebene S
hranke errei
ht, zunehmen. Im Fall

des Beispiels 7.14.1 stellt man fest, da� jA

2

(F

3

)j = 9 und theoretis
h 14 rationale

Punkte existieren k

�

onnten. Der projektive Raum P

2

(F

3

) enth

�

alt 13 Punkte. Die

Variet

�

at h

�

atte einen Punkt mehr als der zugrundeliegende projektive Raum. Der

Beweis der Unm

�

ogli
hkeit der Existenz einer sol
hen Variet

�

at ist allerdings ni
ht

trivial. Es gibt in der Tat nur zwei bewiesene Beispiele: Das oben erw

�

ahnte [46℄

und ein weiteres von Serre [71℄:

Es existiert keine Kurve vom Ges
hle
ht g = 7

�

uber F

2

die 11 rationale Punkte

hat, wobei 11 die entspre
hende Oesterl�e {S
hranke ist. In diesem Fall konnte

Serre die Oesterl�e {S
hranke verbessern und (mit Hilfe einer Grad 2 Erweiterung

des elliptis
hen Funktionenk

�

orpers mit 5 Punkten, de�niert dur
h y

2

+ y + x

3

+

x 2 F

2

[x℄[y℄, in der genau eine Stelle vom Grad 5 verzweigt ist) eine Kurve mit

10 Punkten �nden. Der projektive Raum P

2

(F

2

) enth

�

alt 7 Punkte. F

�

ur globale

rationale Funktionenk

�

orper bestimmte Serre:

N

q

(0) = q + 1:

F

�

ur die Klasse der globalen, elliptis
hen Funktionenk

�

orper, sowie f

�

ur die Klasse

der globalen, hyperelliptis
hen Funktionenk

�

orper wurden N

q

(1) und N

q

(2) eben-

falls von Serre bestimmt [69℄. Die Bestimmung von N

q

(g) f

�

ur g � 3 dur
h explizite

Formeln ist bis heute ni
ht gelungen.

Ein weiteres Ergebnis von Serre ist [71℄:

7.15. Satz. Es sei F=F

q

ein Funktionenk

�

orper vom Ges
hle
ht g. Falls N

q

(g) =

q + 1 + gb2q

1

2


 gilt, dann ist g = 1 oder g = 2.

F

�

ur globale Funktionenk

�

orper von Ges
hle
ht g � 3, die eine zus

�

atzli
he Bedin-

gung erf

�

ullen, erh

�

alt man das folgende Ergebnis:

7.16. Proposition. Es sei F=F

q

ein Funktionenk

�

orper vom Ges
hle
ht g � 3

mit N

q

(g) < q + 1 + gb2q

1

2


. Dann gilt: N

q

(g) � q � 1 + gb2q

1

2


.

Wir widmen uns jetzt der Frage: Wann bezei
hnet man einen globalen Funktio-

nenk

�

orper als Funktionenk

�

orper mit vielen Stellen vom Grad eins? In 7.1.3 wurden

optimale Funktionenk

�

oper de�niert: F

�

ur sie giltN

F=F

q

= N

q

(g). Funktionenk

�

orper

mit einer Anzahl von Primdivisoren vom Grad eins, die die Hasse-Weil{S
hranke

errei
hen, werden besonders gekennzei
hnet:
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7.17. De�nition. Ein globaler Funktionenk

�

orper F=k vom Ges
hle
ht g hei�t

maximal, falls N

F=k

= q + 1 + 2gq

1=2

.

7.18. Bemerkung. Aus der De�nition folgt, da� ein globaler Funktionenk

�

orper

F maximal ist, wenn g = 0 oder wenn F

q

2

der Konstantenk

�

orper ist.

Wenn ein globaler Funktionenk

�

orper F=F

q

maximal ist, kann man eine obere

S
hranke f

�

ur das Ges
hle
ht g von F=F

q

angeben.

7.19. Proposition. Es sei F=F

q

ein maximaler, globaler Funktionenk

�

orper vom

Ges
hle
ht g. Dann gilt:

g � (q � q

1

2

)=2:

Aus diesem Satz folgt, da� ein globaler Funktionenk

�

orper ni
ht maximal sein

kann, wenn das Ges
hle
ht gro� im Verglei
h zu q ist.

R

�

u
k und Sti
htenoth [65℄ zeigten, da� der Hermites
he Funktionenk

�

orper (d.h.

der Funktionenk

�

orper de�niert dur
h eine Glei
hung H(x; y) = y

q

+ y � x

q+1

mit H(x; y) 2 F

q

2

) der einzige (bis auf F

q

2

-isomorphismen) maximale, globale

Funktionenk

�

orper

�

uber F

q

2

vom Ges
hle
ht g = (q � 1)q=2 ist.

7.20. Satz. (Fuhrmann und Torres) Es sei F=F

q

ein maximaler Funktionenk

�

orper.

Dann gilt:

Entweder g = (q � q

1

2

)=2 oder g � (q

1

2

� 1)

2

=4:

F

�

ur einen Beweis dieses Satzes siehe [20℄. F

�

ur eine eingehende Behandlung maxi-

maler Funktionenk

�

orper verweisen wir auf [19℄. Die Serre{S
hranke und der Satz

von Fuhrmann{Torres ergeben:

7.21. Korollar. Es sei F=F

q

ein globaler Funktionenk

�

orper. Wenn q ein Quadrat

mit q � 16 ist und (q � q

1

2

)=2 6= g � (q

1

2

� 1)

2

=4, dann gilt:

N

F=k

� q � 1 + 2gq

1=2

:

Wenn g � 50 ist in vielen F

�

allen die Ihara{S
hranke, die genauere obere S
hranke

f

�

ur N

q

(g). Da die Drinfeld{Vladut{S
hranke in etwa das 1=2

1=2

-fa
he der asym-

ptotis
hen Ihara{S
hranke betr

�

agt wird ein Intervall

[N

q

(g)=2

1=2

; N

q

(g)℄

als Ma�stab vereinbart [87℄: Ein globaler Funktionenk

�

orper wird als Funktio-

nenk

�

orper mit vielen Stellen vom Grad eins bezei
hnet, wenn

N

F=F

q

2 [N

q

(g)=2

1=2

; N

q

(g)℄
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Abs
hlie�end gehen wir auf den Fall g = 3, bei dem es ein Ergebnis von K. Lauter

gibt. Wir widergeben ihr Resultat [1, 44℄:

Sei m(q) := 3b2sqrt(q)
 die Serre{S
hranke f

�

ur den Betrag der Frobenius-Spur

q+1�N

F=F

q

= sum

6

i=1

�

i

eines globalen Funktionenkoerpers F=F

q

vom Ges
hle
ht

3. F

�

ur jedes q existiert dann ein Funktionenk

�

orper F=F

q

vom Ges
hle
ht g = 3

�

uber F

q

und es gilt

jN

F=F

q

� (q + 1)j � m(q)� 3:

Mit anderen Worten, der sogenannte Defekt m(q) betr

�

agt -f

�

ur alle q- h

�

o
hstens

3. (F

�

ur Ges
hle
ht 1 bzw. 2 ist dieser Defekt ebenfalls dur
h 2 bzw. 3 bes
hr

�

ankt,

do
h hat Serre die Vermutung ge

�

aussert, da� der Defekt f

�

ur gen

�

ugend gro�es

(festes) Ges
hle
ht g, etwa g > 10, stets unbes
hraenkt ist.) Bis auf den genauen

Wert f

�

ur den Defekt war Lauters Ergebnis f

�

ur g = 3 si
her Serre bereits bekannt

(s. seine Arbeiten), und sie konnte eben ni
ht das

�

ambiguity of signProblem l

�

osen,

auf das Serre seinerzeit hingewiesen hatte. Wir gehen auf dieses Problem ni
ht ein.

Es wird deshalb erw

�

ahnt, um auf die S
hwierigkeiten auf dem Gebiet hinzuweisen.

Es ist von Bedeutung, weil es daran na
h wie vor die allgemeine Bestimmung von

N

q

(3) s
heitert. Stattdessen wird f

�

ur jedes q die Existenz eines Funktionenk

�

orpers

vom Ges
hle
ht 3 mit entweder sehr vielen oder sehr wenigen rationalen Punkten

gesi
hert.

7.2 Ein Satz von Kummer

Wir stellen ein elementares Verfahren zur expliziten Ermittlung der Primdiviso-

ren vom Grad eins eines globalen Funktionenk

�

orpers vor. Die Grundlage dieses

Verfahrens ist ein Satz von E. Kummer. Wir verwenden die Notation von Kapitel

6 und weisen insbesondere auf die Bemerkung 6.3.2. hin.

7.22. Satz. (Kummer)Es sei F ein Funktionenk

�

orper und F

0

= F (y) eine alge-

brais
he Erweiterung mit y ganz

�

uber O

P

und '(T ) 2 O

P

[T ℄ das Minimalpolynom

von y

�

uber F . Dar

�

uber hinaus sei

~'(T ) =

r

Y

i=1




i

(T )

�

i

die Faktorisierung von ~'(T ) in irreduzible Faktoren

�

uber

~

F (d.h.: Die 


i

sind

irreduzible, normierte, paarweise vers
hiedene Polynome in

~

F [T ℄ und �

i

� 1).

Man w

�

ahle normierte Polynome '

i

(T ) 2 O

P

[T ℄ mit der Eigens
haft

~'(T ) = 


i

(T ) und deg'

i

(T ) = 


i

(T ):
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Dann existieren Primdivisoren P

i

von F

0

f

�

ur die gilt:

P

i

j P; '

i

(y) 2 P

i

f(P

i

j P ) � deg 


i

(T ):

und P

i

6= P

j

f

�

ur i 6= j. Nimmt man an, da� mindestens eine der beiden folgenden

Pr

�

amissen erf

�

ullt wird

1. �

i

= 1 f

�

ur i = 1; : : : ; r,

2. f1; y; : : : ; y

n�1

g ist eine Ganzheitsbasis f

�

ur P .

Dann existiert genau ein Primdivisor P

i

mit P

i

j P und '(y) 2 P

i

, f

�

ur 1 � i � r.

Die Primdivisoren P

1

; : : : ; P

r

sind alle Primdivisoren von F

0

, die

�

uber P liegen

und man erh

�

alt

Con

F

0

=F

(P ) =

r

X

i=1

�

i

P

i

;

d.h. �

i

= e(P

i

j P ). Der Restklassenk

�

orper F

0

P

i

= O

P

i

=P

i

ist isomorph zu

~

F [T ℄=(


i

(T )),

und infolgedessen f(P

i

j P ) = deg 


i

(T ).

Beweis. Siehe [81℄ ,III.3.7. Ein Fall des Satzes von Kummer ist f

�

ur praktis
he

Bere
hnungen von besonderer Bedeutung:

7.23. Korollar. Es sei '(T ) = T

n

+ f

n�1

(x)T

n�1

+ : : : + f

0

(x) 2 K(x)[T ℄ ein

irreduzibles Polynom

�

uber den rationalen Funktionenk

�

orper K(x). Wir betra
hten

den Funktionenk

�

orper K(x; y)=K, wobei y die Glei
hung '(y) = 0 erf

�

ullt und ein

Element � 2 K mit der Eigens
haft f

j

(�) 6=1 f

�

ur alle j mit 0 � j � n� 1. Wir

verwenden die Bezei
hnung P

�

f

�

ur den Primdivisor von K(x), die Nullstelle von

x� � in K(x). Man setzt voraus, da� das Polynom

'

�

(T ) := T

n

+ f

n�1

(�)T

n�1

+ : : :+ f

0

(�) 2 K[T ℄

folgende Faktorisierung im Polynomring K[T ℄:

'

�

(T ) =

r

Y

i=1

 

i

(T )

mit irreduziblen, normierten, paarweise vers
hiedenen Polynomen  

i

(T ) 2 K[T ℄.

Dann erhalten wir:

1. Zu jedem i = 1; : : : ; r existiert ein eindeutig bestimmter Primdivisor P

i

von

K(x; y) so da� x � � 2 P

i

und  

i

(y) 2 P

i

. Das Element x � � ist ein

Primelement von P

i

(d.h. e(P

i

j P

�

) = 1), und der Resklassenk

�

orper von P

i

ist isomorph zu K[T ℄=( 

i

(T )). Dann gilt: f(P

i

j P ) = deg  

i

(T ).



7.2. EIN SATZ VON KUMMER 61

2. Falls deg  

i

(T ) = 1 f

�

ur mindestens ein i 2 f1; : : : ; rg, dann ist K der exakte

Konstantenk

�

orper von K(x; y).

3. Falls '

�

(T ) n = deg'(T ) vers
hiedene Wurzeln in K hat, dann existiert

zu jedem � mit '

�

(�) = 0 ein eindeutig bestimmter Primdivisor P

�;�

von

K(x; y) so da�

x� � 2 P

�;�

und y � � 2 P

�;�

:

P

�;�

ist ein Primdivisor von K(x; y) vom Grad 1.

Beweis. Wir setzen F := K(x) und F

0

:= K(x; y). Die Annahme f

j

(�) 6= 1

besagt, da� y ganz

�

uber O

P

�

, und das Polynom '

�

(T ) ist ~'(T ). Wir nehmen also

�

i

= 1 f

�

ur i = 1; : : : ; r an und mit dem Satz von Kummer folgt die Behauptung.�.

7.24. Beispiel. Wir betra
hten Kleins Quartik

�

uber F

8

und beispielsweise den

Primdivisor P = x�1. Wir f

�

uhren eine Reduktion modulo P dur
h und betra
hten

f(x; y) mod (x� 1)F

8

[x; y℄. Na
h 6.3.2 erhalten wir das Polynom

^

f(x; y) = y

3

+

y + 1. Die Faktorisierung dieses Polynoms

�

uber F

8

mit einem erzeugenden ! f

�

ur

die zyklis
he Erweiterung F

8

=F

2

ergibt:

^

f(x; y) = (x+ !)(x+ !

2

)(x+ !

4

)

Aus diesem Ergebnis l

�

a�t si
h s
hlie�en, da�

�

uber dem Primdivisor P = x � 1

von F

8

(x) vom Grad eins drei unverzweigte Primdivisoren vom Grad eins vom

Funktionenk

�

orper F

0

= F

8

(x; �) mit f(x; �) = 0 existieren. Diese Primdivisoren

sind: P

1

= (x�1; ��!); P

2

= (x�1; ��!

2

); P

3

= (x�1; ��!

4

). Dur
h Reduktion

modulo P f

�

ur alle Primdivisoren P von F

8

(x) und ans
hlie�ende Aufz

�

ahlung

ermittelt man N

F

0

=F

8

= 24. Wir wir aus 7.14.3. wissen, betr

�

agt der Wert der

Oesterl�e{S
hranke f

�

ur N

8

(3) 24. Das ist einer der Gr

�

unde f

�

ur die Bedeutung

dieses Funktionenk

�

orpers

Eine algorithmis
he Darstellung des Satzes von Kummer ist:

7.25. Algorithmus. (Bere
hnung der Primdivisoren vom Grad 1)

Eingabe: Die de�nierende Glei
hung eines Funktionenk

�

orpers F=F

q

.

Ausgabe: Die Primdivisoren vom Grad 1 von F=F

q

.

1. (Primdivisoren f

�

ur die Reduktion) Bestimme die Elemente N des Konstan-

tenk

�

orpers, die Nullstellen der Ordnungsdiskriminante sind. Bilde die Men-

ge R der Primdivisoren vom Grad eins von F

q

(x), so da� f

�

ur alle x��

i

2 R

mit 1 � i � q die Bedingung �

i

62 N erf

�

ullt ist.
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2. (Reduktion modulo P ) F

�

uhre die Reduktion modulo P f

�

ur jedes P 2 R

dur
h.

3. (Faktorisierung) Faktorisiere das Bild der Reduktion modulo P .

4. (Ende) Ausgabe der Primdivisoren vom Grad 1 von F=F

q

. Terminiere.

7.3 Methoden

In diesem Abs
hnitt beri
hten wir

�

uber vers
hiedene Ans

�

atze, die angewandt wer-

den, um Funktionenk

�

orper mit vielen Primdivisoren vom Grad eins zu konstruie-

ren, bzw. zu ermitteln. Die einzelnen Methoden k

�

onnen ni
ht im Rahmen dieser

Arbeit diskutiert werden. Entspre
hende Literaturhinweise begleiten jedo
h die

Vorstellung der Methoden. Die Zuordnung erfolgt na
h der zugrundeliegenden

Theorie bzw. Ansatz und orientiert si
h an der von van der Geer und van der

Vlugt angegebenen Einteilung [87℄.

1. Klassenk�orpertheoretis
he Methode. Die Konstruktion globaler Funk-

tionenk

�

orper mit vielen Primdivisoren vom Grad eins unter Verwendung

der Klassenk

�

orpertheorie, insbesondere von Strahlklassenk

�

orpern, geht auf

Serre zur

�

u
k. In 4.1. wurde der Adele-Raum A

F

eines Funktionenk

�

orpers

de�niert. Bei dieser Methode konstruiert man abels
he Erweiterungen des

Funktionenk

�

orpers F=k, die bestimmte Strukturen im Adele-Raum ber

�

u
k-

si
htigen. Ein Merkmal der konstruierten Funktionenk

�

orper ist das vorge-

gebene Verzweigungsverhalten. Die Methode wurde von Serre [69℄, S
hoof

[67℄, Lauter [47℄, Niederreiter und Xing [57℄ und Auer [2℄ u.a. angewandt.

Eine weitere Methode verwendet Drinfeld- Module vom Rang 1. Die Metho-

de wurde von Niederreiter und Xing [58℄ eingef

�

uhrt. F

�

ur eine Einf

�

uhrung in

die Theorie der Drinfeld-Module siehe [25℄. Wenn man Erweiterungen eines

rationalen Funktionenk

�

orpers betra
htet, kann man gute explizite Ergeb-

nisse errei
hen.

2. Faserprodukte von Artin � S
hreier � Erweiterungen Die De�niti-

on eines Faserproduktes �ndet man in [31℄,II.3.3. Ausgehend von einem

Funktionenk

�

orper F=F

q

betra
htet man bei dieser Methode Artin-S
hreier-

Erweiterungen F

f

�

uber F=F

q

de�niert dur
h F

f

= F (�), wobei � eine

L

�

osung einer Glei
hung �

p

�� = f ist und f aus einer bestimmten Teilmen-

ge L � L(D) des Funktionenk

�

orpers F

q

(x) f

�

ur einen geigneter Divisor D

ist. Die Faserprodukte sind ganz verzweigte Erweiterungen von F und aus

diesem Grund erwartet man viele Primdivisoren vom Grad eins. G. van der
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Geer und M. van der Vlugt [88℄, [90℄,[89℄, [86℄, Shabat [72℄ und Sti
htenoth

[80℄ u.a. haben diese Methode angewandt.

3. Funktionenk�orpert�urme Es handelt si
h um eine Kombination von Artin-

S
hreier- und Kummer-Erweiterungen oder K

�

orperkomposita von Kummer-

Erweiterungen. Die Funktionenk

�

orper werden explizit angegeben. Funktio-

nenk

�

orpert

�

urme werden z.B. von Gar
ia und Sti
htenoth [23℄, Niederreiter

und Xing [57℄,

�

Ozbudak und Sti
htenoth [59℄ und Thomas [82℄ behandelt.

4. Weitere Methoden

(a) Formeln f

�

ur N

q

(1) und N

q

(2) [70℄.

(b) Explizite Kurven Es gibt explizite Funktionenk

�

orper, dessen Eigen-

s
haften weitgehend bekannt sind: Kleins Quartik, Hermites
he Funk-

tionenk

�

orper und Kummer- bzw. Artin-S
hreier-Erweiterungen. Man

su
ht na
h Polynomen f(x) 2 F

q

[x℄, f

�

ur die eine Artin-S
hreier-Erweiterung

m

X

i=0

a

i

y

p

i

= f(x) �(F

q

) = p; a

0

; a

m

6= 0

viele Primdivisoren vom Grad eins hat. Computerorientierte Untersu-


hungen erm

�

ogli
hen au
h empiris
he Versu
he mit dem Ziel, explizite

Kurven zu bestimmen. Referenzen auf dem Gebiet der explizit de�-

nierten Funktionenk

�

orper sind u.a.: [22℄, [28℄, [27℄, [71℄, [98℄.

(
) Quotientenk�orper Hermites
he Funktionenk

�

orper sind die Grundlage

f

�

ur die Konstruktion dieser Funktionenk

�

orper. Siehe [28℄ und [24℄ u.a.

(d) Deligne�Lustig�KurvenDie Suzuki und die Ree Kurven sind Verall-

gemeinerungen der Hermites
hen Kurven bzw. Funktionenk

�

orper. Die

Deligne-Lusztig-Kurven umfassen diese Typen von Funktionenk

�

orpern.

Von Bedeutung bei diesem Ansatz ist die Untersu
hung der Automor-

phismengruppe. Die Deligne-Lusztig-Variet

�

aten wurden, im Zusam-

menhang mit der Codierungstheorie, von Hansen eigef

�

uhrt: [29℄. Die

Methode wird in [45℄ von Lauter angewandt und erl

�

autert.

(e) Elliptis
he modulare Kurven: Man betra
htet ni
ht einzelne el-

liptis
he Kurven sondern die Menge aller Isomorphismusklassen ellip-

tis
her Kurven und de�niert damit eine algebrais
he Kurve. Aus der

Untersu
hung von Funktionen und Di�erentialformen auf dieser Va-

riet

�

at lassen si
h Aussagen

�

uber die Eigens
haften elliptis
her Kurven

ableiten. Analog untersu
ht man Kurven vom Ges
hle
ht g � 2. Ei-

ne Einf

�

uhrung in die Theorie der modularen elliptis
hen Kurven �ndet
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�

UBER DIE ANZAHL DER PRIMDIVISOREN VOM GRAD EINS

man in [75℄. Die Methode wurde u.a. in [90℄ angewandt. In diesem Arti-

kel wird au
h der Zusammenhang der Untersu
hungen auf dem Gebiet

der Kurven mit vielen rationalen Punkten mit der Codierungstheorie

besonders hervorgehoben.

7.4 Normalformen-Untersu
hung

In theoretis
her Hinsi
ht untersu
ht dieser Ansatz den Zusammenhang zwis
hen

der Anzahl der Primdivisoren vom Grad eins N

F=k

bzw. den S
hranken f

�

ur N

q

(g)

und der Severi{Variet

�

at

V

ng

sowie der Modulvariet

�

atM

g

(k)

�

uber F

q

. Ein Haupt-

merkmal dieser Methode ist die Konstruktion der de�nierenden Glei
hung des

Funktionenk

�

orpers und l

�

a�t si
h unter die expliziten Untersu
hungen einordnen.

Es ist im allgemeinen keine Methode um Funktionenk

�

orper mit vielen Primdivi-

soren vom Grad eins zu konstruieren, sondern eine Methode um ganze Klassen

von Funktionenk

�

orpern zu untersu
hen. Auf dieser Grundlage kann man, unter

anderem, Funktionenk

�

orper von vorgegebenem Ges
hle
ht konstruieren und na
h

der Untersu
hung der Anzahl ihrer Primdivisoren vom Grad eins, dann dur
h eine

geignete Konstantenk

�

orpererweiterung neue Funktionenk

�

orper mit vielen Prim-

divisoren vom Grad eins konstruieren.

Ein wi
htiger Aspekt ist, da� eine Normalform S
hranken f

�

ur den Grad in beiden

Variablen bietet. Auf dieser Grundlage kann man andere Methoden anwenden,

um gezielt Funktionenk

�

orper mit vielen Primdivisoren vom Grad eins zu kon-

struieren. Man hat eine S
hranke f

�

ur den Grad eines Divisors des zugrundelie-

genden rationalen Funktionenk

�

orpers und eine Grundform f

�

ur die ans
hlie�ende

Erweiterung. Dur
h geeignete Wahl des Divisors und der restli
hen KoeÆzien-

ten l

�

a�t si
h das Verzweigungsverhalten festlegen. Eine andere M

�

ogli
hkeit ist

die Konstruktion von Glei
hungen dur
h Erzeugung eines Zufallspolynoms im

rationalen Funktionenk

�

orper, die als KoeÆzienten in die Normalform eingesetzt

werden. Die Methode ist geeignet, um Informationen f

�

ur Datenbanken von Funk-

tionenk

�

orpern hinsi
htli
h 
odierungstheoretis
her- bzw. kryptographis
her An-

wendungen zu ermitteln. Unter Ber

�

u
ksi
htigung der Punkte der Variet

�

atM

g

(k)

kann man die Anzahl und den Wert der KoeÆzienten der de�nierenden Glei
hung

eins
hr

�

anken. Dadur
h entstehen Fragen des Typs: Haben elliptis
he Kurven

�

uber

F

2

r

mit der j-Invariante 0 mehr rationale Punkte als elliptis
he Kurven mit an-

deren j-Invarianten? . Die analoge Frage bez

�

ugli
h der Igusa{Invarianten ist au
h

von Bedeutung. Die Grenzen der Methode liegen darin, da� es in diesem Zusam-

menhang no
h zahlrei
he ungel

�

oste Fragen gibt.



Kapitel 8

Anwendung

8.1 Algebrais
h-geometris
he Goppa Codes

Die Codierungstheorie ist eine der interessantesten Anwendungsgebiete der Theo-

rie der globalen Funktionenk

�

orper. In diesem Abs
hnitt bieten wir eine elementare

Einf

�

uhrung in die Codierungstheorie. Dar

�

uber hinaus zeigen wir an einem Bei-

spiel, wie man einen algebrais
h-geometris
hen Goppa{Code konstruiert. F

�

ur eine

Einf

�

uhrung in die algebrais
h-geometris
he Codierungstheorie verweisen wir auf

[26, 93, 85, 51, 55, 81, 83℄. Ein algorithmis
her Ansatz, insbesondere zum Thema

De
odierung �ndet man in [18, 73℄.

Unter F

n

q

verstehen wir den n-dimensionalen F

q

-Vektorraum. Die Elemente a 2 F

n

q

sind n-Tupel a = (a

1

; : : : ; a

n

); a

i

2 F

q

.

8.1. De�nition. Ein Code C (

�

uber das Alphabet F

q

) ist ein linearer Unterraum

von F

n

q

. n ist die L

�

ange von C und k ist die Dimension von C als F

q

-Vektorraum.

Ein [n; k℄

q

Code ist ein Code der L

�

ange n und Dimension k. Die Elemente aus C

hei�en W

�

orter.

Der Vektorraum F

n

q

wird mit einer Metrik d (Hamming{Abstand) versehen:

8.2. De�nition. F

�

ur a; b 2 F

n

q

ist

d(a; b) := jfij1 � i � n; a

i

6= b

i

gj

. Das Gewi
ht w(a) wird de�niert als

w(a) := d(a; 0) = jfij1 � i � n; a

i

6= 0gj

.

65



66 KAPITEL 8. ANWENDUNG

8.3. De�nition. Ein [n; k℄

q

Code C als linearer Unterraum von F

n

q

in dem die

Metrik d de�niert ist, wird als linearer Code C mit Parametern [n; k; d℄

q

bezei
h-

net.

Die E�ektivit

�

at eines fehlerkorrigierenden Codes wird anhand der Informations-

rate k=n von C gemessen. Aus den De�nitionen folgt, da�

d = minfw(a)ja 2 C; a 6= 0g

Diese Metrik wird als minimaler Abstand bezei
hnet und wird verwendet um

die E�ektivit

�

at eines fehlerkorrigierenden Codes zu messen. Als Untervektorraum

besitzt C eine F

q

-Basis. Eine k � n Matrix, die als Zeilen k Basiselemente von C

enth

�

alt, wird als erzeugende Matrix von C bezei
hnet. In der folgenden De�nition

bezei
hnet <;> das kanonis
he Skalarprodukt in F

n

q

.

8.4. De�nition. Es sei C ein linearen Code. Der duale Code C

?

wird de�niert

als

C

?

:= fb 2 F

n

q

j < a; b >= 0; 8a 2 Cg

Die Parameter eines dualen Codes C

?

sind [n; n � k; d

0

℄

q

. d

0

ist ni
ht notwendig

glei
h d.

8.5. De�nition. Eine erzeugende Matrix H von C

?

hei�t Pr

�

ufmatrix von C.

C

?

ist ein [n; n � k; d

0

℄

q

Code und infolgedessen ist die Pr

�

ufmatrix von C eine

n� k� n Matrix vom Rang n� k. Die Pr

�

ufmatrix erm

�

ogli
ht eine Aussage

�

uber

die Zugeh

�

origkeit eines Wortes zum Code C, n

�

amli
h

C = fu 2 F

n

q

jH � u

t

= 0g

hier bezei
hnet u

t

die Transponierte von u. Der Bestimmung der Parameter eines

Codes wird in der Codierungstheorie grosse Bedeutung beigemessen. Man ist an

Unterr

�

aume von F

n

q

von einer gro�en Dimension im Verh

�

altnis zur Dimension des

gesamten Raumes interessiert. In diesen Unterr

�

aumen sollte au
h d im Verh

�

alt-

nis zu n gro� sein. Es gibt obere und untere S
hranken f

�

ur die Parameter eines

[n; k; d℄

q

Codes mit vorgegebenen Metrik d. Einige dieser S
hranken ber

�

u
ksi
hti-

gen die Charakteristik des zugrundeliegenden K

�

orpers andere ni
ht. Ein einfa
hes

Beispiel ist die Singleton��S
hranke :

8.6. Proposition. Es sei C ein linearer [n; k; d℄

q

Code und H seine Pr

�

ufmatrix.

Es gilt: n� k � d� 1.
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Beweis. r = n � k ist der Rang von H, also die maximale Anzahl an linear un-

abh

�

angigen Zeilen.�

Eine untere S
hranke f

�

ur die Informationsrate n=k eines Codes ist die Gilbert-

Varshamov-S
hranke. Eine Arbeit von Tsfasman et al.[84℄ zeigte, da� diese S
hran-

ke, unter Verwendung von Codes

�

uber ein Alphabet mit mehr als 49 Elementen,

�

ubertro�en werden kann. Codes, die auf globale Funktionenk

�

orpern basieren, wer-

den (algebrais
h)- geometris
he Goppa{Codes genannt.

Es sei F=F

q

ein globaler Funktionenk

�

orper vom Ges
hle
ht g . Wir betra
h-

ten P

1

; : : : P

n

Primdivisoren vom Grad Eins von F=F

q

und bilden den Divisor

D = P

1

+ � � �+ P

n

. Es sei G 2 D(F=k). supp(G) bestehe aus Primdivisoren vom

Grad Eins und es gelte supp(D) \ supp(G) = ;.

8.7. De�nition. Der geometris
her Goppa{Code C

L

(D;G) f

�

ur die Divisoren

D;G wird de�niert als

C

L

(D;G) := fx(P

1

); : : : ; x(P

n

)jx 2 L(G)g � F

n

q

Die Parameter [n; k; d℄

q

von C

L

(D;G) lassen folgende Abs
h

�

atzung zu:

8.8. Proposition. Es sei C

L

(D;G) ein [n; k; d℄

q

Code. Es gilt

k = dimG� dim(G�D) und d � d

�

= n� deg(G)

Der Parameter d

�

wird als der designierte Minimalabstand bezei
hnet. Wir f

�

uhren

die Codes C




(D;G) ein. Diese sind die Codes, die von Goppa zuerst eingef

�

uhrt

wurden.

8.9. De�nition. Der Code C




(D;G) f

�

ur die Divisoren D;G ist die Abbildung

�

�

: 
(G�D)! F

n

q

de�niert dur
h

�

�

(
) := (Res

P

1

(!); : : : ; Res

P

n

(!)) � F

n

q

8.1.1 Konstruktion eines Goppa{Codes

Codes

�

uber F

2

r

sind in der Praxis von besonderer Bedeutung weil die Implemen-

tierung der zugrundeliegenden Arithmetik eÆzient ist. Wir konstruieren einen

Code

�

uber F

64

Dies wird in zwei S
hritten ges
hehen: Als erster S
hritt konstru-

ieren wir einen Funktionenk

�

orper (bzw. eine Kurve) mit vielen Primdivisoren vom

Grad eins (F

64

-rationalen Punkte). Hier wird insbesondere die Bedeutung der ex-

pliziten Bere
hnung der Primdivisoren vom Grad eins eines Funktionenk

�

orpers

deutli
h.
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I. Wir betra
hten den K

�

orper F

6

4 mit einem primitiven Element ! f

�

ur die multi-

plikative Gruppe. Dann w

�

ahlen wir den Divisor D = 2P

1

+ 2P

2

+ 2P

3

von F

64

(x)

mit P

1

= x; P

2

= x + !

21

; P

3

= x + !

42

. Die entspre
hende rationale Funk-

tion ist f(x) = x

6

+ x

4

+ x

2

. Wir kontruieren die Artin{S
hreier{Erweiterung

f(x; y) = y

2

+ y + f(x). Die Kurve enth

�

alt 81 F

6

4-rationale Punkte und ist vom

Ges
hle
ht 1. Da die Oesterl�e {S
hranke f

�

ur N

64

(1) den Wert 81 hat, ist der

entspre
hende Funktionenk

�

orper optimal. Die F

64

-rationalen Punkte sind in der

folgenden Liste enthalten: P

i

= (�; �) mit �; � 2 F

64

stellt die gemeinsame Null-

stelle von x � � und y � � dar. F

�

ur den ni
ht im Endli
hen liegenden Punkt

verwenden wir die projektive S
hreibweise P

1

= (�; �; 
) mit �; �; 
 2 F

64

.
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P

1

= (0; 1; 0) P

2

= (0; 0)

P

3

= (0; 1) P

4

= (w

3

; w

11

)

P

5

= (!

3

; !

23

) P

6

= (!

5

; !

36

)

P

7

= (!

5

; !

45

) P

8

= (!

6

; !

22

)

P

9

= (!

6

; !

46

) P

10

= (!

9

; !

47

)

P

11

= (!

9

; !

61

) P

12

= (!

10

; !

9

)

P

13

= (!

10

; !

2

7) P

14

= (!

12

; !

29

)

P

15

= (!

12

; !

44

) P

16

= (!

13

; !

55

)

P

17

= (!

13

; !

62

) P

18

= (!

15

; !

11

)

P

19

= (!

15

; !

23

) P

20

= (!

17

; !

9

)

P

21

= (!

17

; !

27

) P

22

= (!

18

; !

31

)

P

23

= (!

18

; !

59

) P

24

= (!

19

; !

47

)

P

25

= (!

19

; !

61

) P

26

= (!

20

; !

18

)

P

27

= (!

20

; !

54

) P

28

= (!

21

; 0)

P

29

= (!

21

; 1) P

30

= (!

24

; !

25

)

P

31

= (!

24

; !

58

) P

32

= (!

26

; !

47

)

P

33

= (!

26

; !

61

) P

34

= (!

27

; !

36

)

P

35

= (!

27

; !

45

) P

36

= (!

30

; !

22

)

P

37

= (!

30

; !

46

) P

38

= (!

31

; !

37

)

P

39

= (!

31

; !

43

) P

40

= (!

33

; !

37

)

P

41

= (!

33

; !

43

) P

42

= (!

34

; !

18

)

P

43

= (!

34

; !

54

) P

44

= (!

36

; !

55

)

P

45

= (!

36

; !

62

) P

46

= (!

38

; !

31

)

P

47

= (!

38

; !

59

) P

48

= (!

39

; !

37

)

P

49

= (!

39

; !

43

) P

50

= (!

40

; !

36

)

P

51

= (!

40

; !

45

) P

52

= (!

41

; !

55

)

P

53

= (!

41

; !

62

) P

54

= (!

42

; 0)

P

55

= (!

42

; 1) P

56

= (!

45

; !

18

)

P

56

= (!

45

); !

54

) P

58

= (!

47

; !

50

)

P

59

= (!

47

; !

53

) P

60

= (!

48

; !

50

)
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P

61

= (!

48

; !

53

) P

62

= (!

51

; !

50

)

P

63

= (!

51

; !

53

) P

64

= (!

52

; !

31

)

P

65

= (!

52

; !

59

) P

66

= (!

54

; !

9

)

P

67

= (!

54

; !

27

) P

68

= (!

55

; !

25

)

P

69

= (!

55

; !

58

) P

70

= (!

57

; !

25

)

P

71

= (!

5

7; !

58

) P

72

= (!

59

; !

29

)

P

73

= (!

5

9; !

44

) P

74

= (!

60

; !

29

)

P

75

= (!

6

0; !

44

) P

76

= (!

61

; !

22

)

P

77

= (!

61

; !

46

) P

78

= (!

62

; !

11

)

P

79

= (!

62

; !

23

) P

80

= (1; !

21

)

P

81

= (1; !

42

)

T= 20 ms

II. Wir de�nieren den Code C

L

(D;G). Der Divisor D wird de�niert als D =

P

2

+ � � � + P

81

also die Summe

�

uber alle endli
hen rationale Punkte. Die L

�

ange

n des de�nierten Codes ist 80. Der Divisor G wird de�niert als G = 23P

1

mit

0 < m < 80. Die Parameter des Codes sind [80; 23; d � 80� 23℄

64

. Eine Basis f

�

ur

den Riemann{Ro
h{Raum L(23P

1

) ist:

f1; x; x

2

; x

3

; x

4

; x

5

; x

6

; x

7

; x

8

; x

9

; x

10

; x

11

; (x

3

+ x

2

+ y); (x

4

+ x

3

+ xy); (x

5

+ x

4

+

x

2

y); (x

6

+ x

5

+ x

3

y); (x

7

+ x

6

+ x

4

y); (x

8

+ x

7

+ x

5

y); (x

9

+ x

8

+ x

6

y); (x

10

+

x

9

+ x

7

y); (x

11

+ x

10

+ x

8

y); (x

12

+ x

11

+ x

9

y); (x

13

+ x

12

+ x

10

y)g Und damit

ist die erzeugende Matrix eine 23 � 80 Matrix. Jede Zeile enth

�

alt die Werte der

Funktionen aus dem Riemann{Ro
h{Raum an den P

i

Punkten.

8.2 Beispiele

S

�

amtli
he Bere
hnungen wurden mit dem Computeralgebrasystem KASH[40℄ auf

eine Intel P3 mit 500 Mhz und 500 RAM dur
hgef

�

uhrt.

8.2.1 Ein rationaler Funktionenk

�

orper

Wir betra
hten folgende Primdivisoren vom Grad eins des rationalen Funktio-

nenk

�

orpers F

9

(x):

P

1

= x�0; P

2

= x�1; P

3

= x�2. Wir bilden den DivisorD = 2P

1

+2P

2

+2P

3

.

Diesem Divisor entspri
ht die rationale Funktion f(x) = x

6

+ x

4

+ x

2

. Dann kon-

struieren wir eine Erweiterung y

3

+ a(x)y+ f(x). Dur
h eine geeignete Wahl von

a(x), und zwar a(x) = x

2

+x+1, bestimmen wir das Verzweigungsverhalten: Die

Diskriminante ist D(x) = (x + 2)

4

. Dur
h Anwendung der Riemann{Hurwitz{

Formel erhalten wir:

2g = �2 � 6 + (3 � 1) + (3 � 1) + (3 � 1) + (3 � 1) + (3 � 1) + 2 = 0. Wobei
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die Stelle P

1

dur
h einen Beitrag eines Summanden 3 � 1 = 2 ber

�

u
ksi
htigt

wurde. Die folgende Tabelle enth

�

alt Daten

�

uber N

F=F

9

. Die letzte Zeile enth

�

alt

die Re
henzeiten f

�

ur die Bestimmung der Primdivisoren vom Grad eins.

q = 9

Serre{S
hranke 10

Oesterl�e{S
hranke 10

Ihara{S
hranke 10

N

F=F

q

10

T= 10ms

Es wird darauf hingewiesen, da� die Wahl des KoeÆzienten a(x) = x + 1 zu

einem Funktionenk

�

orper vom Ges
hle
ht 2 f

�

uhrt. Dieser Funktionenk

�

orper enth

�

alt

wenige Primdivisoren vom Grad eins: 13 von 21 m

�

ogli
hen na
h Oesterl�e. Die

Artin{S
hreier{Erweiterung, die dur
h die Wahl von a(x) = 1 konstruiert wird,

ist vom Ges
hle
ht 3 und wird sp

�

ater behandelt.

8.2.2 M

1

(F

4

) und N

F=F

4

r

Zur Tabelle eins: Wir betra
hten die Modulvariet

�

atM

1

(F

4

). Ihre Elemente wer-

den in der ersten Spalte der Tabelle eingetragen. In der zweiten Spalte werden die

de�nierenden Glei
hungen der elliptis
hen, globalen Funktionenk

�

orper

�

uber F

4

bis

auf F

4

-Isomorphismen eingetragen. Die folgenden Spalten enthalten die Eintr

�

age:

Die erste Zeile bezei
hnet den exakten Konstantenk

�

orper F

4

r

mit 4 � 4

r

� 2048.

Die folgenden Zeilen enthalten die entspre
hende Anzahl N

F=F

4

r

der Primdiviso-

ren vom Grad eins. Das Ablesen des Eintrags in der ersten Zeile erm

�

ogli
ht einen

Verglei
h von N

F=F

4

r

mit jP

1

(F

q

r

)j = q

r

+ 1.

Die zur Klasse der Funktionenk

�

orper vom Ges
hle
ht 1

�

uber F

4

geh

�

orenden S
hran-

ken werden in der Tabelle 2 aufgef

�

uhrt. Die Oesterl�e{ S
hranke ber

�

u
ksi
htigt den

Satz von Fuhrmann{Torres.

Die Tabelle 3 enth

�

alt die zur Tabelle 1 entspre
hende Werte f

�

ur 2048 � 4

r

�

32768.
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j F=F

4

q=4 8 16 32 64 128 256 512 1024

0 y

2

+ y + x

3

9 9 9 33 81 129 225 513 1089

0 y

2

+ y + x

3

+ ! 1 9 9 33 81 129 225 513 1089

0 y

2

+ y + x

3

+ x 5 5 25 25 65 145 225 545 1025

0 y

2

+ y + x

3

!x 5 9 17 33 65 129 257 513 1089

0 y

2

+ y + x

3

+ x+ ! 5 5 25 25 65 145 225 545 1025

0 y

2

+ y + x

3

+ !x+ ! 5 9 17 33 65 129 257 513 1089

0 y

2

+ !y + x

3

3 9 21 33 57 129 273 513 993

0 y

2

+ !y + x

3

+ ! 7 9 13 33 73 129 273 513 1057

1 y

2

+ xy + x

3

+ 1 8 4 16 44 56 116 288 508 968

1 y

2

+ xy + x

3

+ !x

2

+ 1 2 4 16 44 56 116 288 508 968

! y

2

+ xy + x

3

+ ! 4 8 16 32 72 128 240 512 1072

! y

2

+ xy + x

3

+ !x

2

+ ! 6 8 16 32 72 128 240 512 1072

Tabelle 1M

1

(F

4

r

) und N

F=F

4

r

mit 4 � 4

r

� 1024.

q= 4 8 16 32 64 128 256 512 1024

Serre{S
hranke 9 14 25 44 81 151 289 558 1089

Oesterl�e{S
hranke 9 14 25 44 81 151 289 558 1089

Ihara{S
hranke 9 17 33 65 129 257 513 1025 2049

Tabelle 2 N

4

r

(1) mit 4 � 4

r

� 1024.

j F=F

4

q=2048 4096 8192 16384 32768

0 y

2

+ y + x

3

2049 3969 8193 16641 32769

0 y

2

+ y + x

3

+ ! 2049 3969 8193 16641 32769

0 y

2

+ y + x

3

+ x 1985 4225 8065 16385 33025

0 y

2

+ y + x

3

!x 2049 4097 8193 16129 32769

0 y

2

+ y + x

3

+ x + ! 1985 4225 8065 16385 33025

0 y

2

+ y + x

3

+ !x+ ! 2049 4097 8193 16129 32769

0 y

2

+ !y + x

3

2049 4161 8193 16257 32769

0 y

2

+ !y + x

3

+ ! 2049 4033 8193 16257 32769

1 y

2

+ xy + x

3

+ 1 2116 4144 8012 16472 33044

1 y

2

+ xy + x

3

+ !x

2

+ 1 2116 4144 8012 16472 33044

! y

2

+ xy + x

3

+ ! 2048 4032 8320 16576 32896

! y

2

+ xy + x

3

+ !x

2

+ ! 2048 4032 8320 16576 32896

Tabelle 3 M

1

(F

4

r

) und N

F=F

4

r

mit 2048 � 4

r

� 32768.
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Serre{S
hranke 2139 4225 8374 16641 33131

Oesterl�e{S
hranke 2139 4225 8374 16641 33131

Ihara{S
hranke 4097 8193 16385 32769 65537

Tabelle 4 N

4

r

(1) mit 2048 � 4

r

� 32768

8.2.3 M

1

(F

9

) und N

F=F

9

Es sei k = F

9

mit ! als erzeugendes Element der multiplikativen Gruppe. Wir kon-

struieren einen elliptis
hen Funktionenk

�

orper mit vielen Primdivisoren vom Grad

eins unter der Voraussetzung j = 0. Wir betra
hten dieWeierstrass-Normalglei
hung

f(x; y) = y

2

+ a

11

xy + a

01

y + a

30

x

3

+ a

20

x

2

+ a

10

x + a

00

Aus der De�nition und der Wahl von j folgt, da� a

11

= a

20

= 0 gilt. Wir erhalten

f

1

(x; y) = y

2

+ a

01

y + a

30

x

3

+ a

10

x+ a

00

Die restli
hen KoeÆzienten bestimmen wir dur
h die Wahl des Divisors D =

P

1

+ P

2

+ P

3

von F

9

(x) mit P

1

= x + 1; P

2

= x + !

5

; und P

3

= x + !

7

.

Die entspre
hende rationale Funktion ist f(x) = x

3

+ x + 2. Dann setzen wir

a

01

= 1 + !

5

+ !

7

= 0. Der Funktionenk

�

orper F=F

9

wird de�niert dur
h

g(x; y) = y

2

+ x

3

+ x + 2

Der Wert der Oesterl�e{S
hranke f

�

ur N

9

(1) betr

�

agt 16, genau so wie die Serre{

S
hranke. Der Funktionenk

�

orper ist optimal. Die 16 Primdivisoren vom Grad eins

sind in der folgenden Liste enthalten.

P

1

=< 1=x; y > P

2

=< x; y + 1 >

P

3

=< x; y + 2 > P

4

< x + !; y + !

2

>

P

5

=< x + !; y + !

6

> P

6

=< x + !

2

; y + 1 >

P

7

=< x + !

2

; y + 2 > P

8

=< x + !

3

; y + !

2

>

P

9

< x + !

3

; y!

6

; 1℄ > P

10

=< x + 2; y + !

2

>

P

11

=< x+ 2; y + !

6

> P

12

=< x + !

5

; y >

P

13

=< x+ !

6

; y + 1 > P

14

=< x + !

6

; y + 2 >

P

15

=< x+ !

7

; y > P

16

=< x + 1; y >

T= 0 ms



74 KAPITEL 8. ANWENDUNG

8.2.4 Stellen vom Grad eins in einem Funktionenk

�

orper

vom Ges
hle
ht 3

In 8.2.1. wurde die Artin{S
hreier{Erweiterung de�niert dur
h y

3

+ y + x

6

+

x

4

+x

2

konstruiert. Die folgende Tabelle enth

�

alt Information

�

uber die Anzahl der

Primdivisoren vom Grad eins. Die letzte Zeile enth

�

alt die Re
henzeiten f

�

ur die

Bestimmung der Primdivisoren vom Grad eins.

q = 3 9 27 81 243 729

Serre{S
hranke 13 28 58 136 337 892

Oesterl�e{S
hranke 10 28 58 136 337 892

Ihara{S
hranke 11 28 77 225 667 1995

N

F=F

q

4 28 28 28 244 892

T= 10ms 10ms 10ms 10ms 30ms 70ms

8.2.5 Stellen vom Grad eins in Funktionenk

�

orpern vom

Ges
hle
ht 4

Wir untersu
hen einige Funktionenk

�

orper aus der Klasse der Funktionenk

�

orper

F=F

q

vom Ges
hle
ht g = 4

�

uber F

q

der Charakteristik � (F

q

) 6= 3. Aus die-

ser Klasse untersu
hen wir ni
ht-hyperelliptis
he Funktionenk

�

orper. Die Funktio-

nenk

�

orper werden unter Verwendung der Normalglei
hung f(x; y) = y

3

+a(x)y+

b(x) 2 F

q

[x℄[y℄, d.h.:

y

3

+ (�

4

x

4

+ �

3

x

3

+ �

2

x

2

+ �

1

x+ �

0

)y+

�

6

x

6

+ �

5

x

5

+ �

4

x

4

+ �

3

x

3

+ �

2

x

2

+ �

1

x+ �

0

de�niert. Die KoeÆzienten a(x); b(x) 2 F

q

[x℄ wurden dur
h ein Zufallsverfahren

ermittelt. Ans
hlie�end wurde der Funktionenk

�

orper erzeugt und es wurde

�

uber-

pr

�

uft, ob der erzeugte Funktionenk

�

orper tats

�

a
hli
h vom Ges
hle
ht 4

�

uber F

q

war.

Die Tabelleneintr

�

age gliedern si
h in Zeilen des folgenden Inhalts:

Die erste Zeile enth

�

alt die Zahl q f

�

ur F=F

q

.

Die zweite Zeile enth

�

alt den KoeÆzient a(x).

Die dritte Zeile enth

�

alt den KoeÆzient b(x).

Die vierte Zeile enth

�

alt die Diskriminante D(x)

Die f

�

unfte Zeile enth

�

alt den Wert der Serre{S
hranke.

Die se
hste Zeile enth

�

alt den Wert der Oesterl�e{S
hranke. Die Oesterl�e{S
hranke

wurde bere
hnet unter Ber

�

u
ksi
htigung des Satzes von Fuhrmann und Torres.
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Die siebte Zeile enth

�

alt den Wert der Ihara{S
hranke. Wenn die Bedingung

4 > (q �

p

q)=2 ni
ht erf

�

ullt ist, wurde dieser Wert ni
ht bere
hnet und die

entspre
hende Zeile ist ni
ht vorhanden.

Die a
hte Zeile enth

�

alt die Anzahl N

F

der Stellen vom Grad Eins.

Die neunte Zeile enth

�

alt die Re
henzeit zur Ermittlung von N

F=F

q

in Stunden.

Beispiele f

�

ur q= 33554467 q = 33554467 ist die erste Primzahl, die gr

�

o�er als

2

25

= 33554432 ist. Der Wert der Ihara-S
hranke f

�

ur N

3

3554467(4) ist 100 663

406 und ist ni
ht von Bedeutung.

q = 33554467 8.2.2.1.

a(x) = x

4

+ x

3

+ x

2

+ x

b(x) = x

6

+ x

5

+ x

4

+ x

3

+ x

2

+ x+ 1

D(x) = (x

3

+ 33282346x

2

+ 24715938x+ 29249769)�

(x

9

+ 26249775x

8

+ 26195902x

7

+ 24116111x

6

+

2399780x

5

+ 25066306x

4

+ 21096667x

3

+

25986416x

2

+ 15686156x+ 31364908)

Serre-S
hranke f

�

ur N

q

(4) = 33 600 808

Oesterl�e-S
hranke f

�

ur N

q

(4) = 33 566 053

N

F=F

q

(4) = 33 556 807

T: 1,45 h

q = 33554467 8.2.2.2.

a(x) = 0

b(x) = x

6

+ 1292070x

5

+ 18711310x

4

+ 18432739x

3

+

14315760x

2

+ 18477431x+ 20134528

D(x) = (x+ 1397342)

2

(x+ 15300519)

2

(x + 19325562)

2

�

(x + 19660032)

2

(x

2

+ 12717549x+ 796723)

2

Serre-S
hranke f

�

ur N

q

(4) = 33 600 808

Oesterl�e-S
hranke f

�

ur N

q

(4) = 33 566 053

N

F=F

q

(4) = 33 557 224

T: 1,12 h
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q = 33554467 8.2.2.3.

a(x) = x

4

+ 16138128x

3

+ 3993324x

2

+ 13893386x+ 14611664

b(x) = 33554466x

6

+ 5845628x

5

+ 3075458x

4

+ 7964993x

3

+

24535299x

2

+ 7797542x+ 1687823

D(x) = (x+ 24346622)�

(x

4

+ 4176210x

3

+ 16675382x

2

+ 9074360x+ 32855866)�

(x

7

+ 24908793x

6

+ 963236x

5

+ 15688741x

4

+

31329143x

3

+ 17187855x

2

+ 4636760x+ 16399092)

4636760x+ 16399092)

Serre-S
hranke f

�

ur N

q

(4) = 33 600 808

Oesterl�e-S
hranke f

�

ur N

q

(4) = 33 566 053

N

F=F

q

(4) = 33 557 449

T: 1,55 h

q = 33554467 8.2.2.4.

a(x) = x

4

+ 26160794x

3

+ 19492933x

2

+ 8870081x+ 1742865

b(x) = 33554466x

5

+ 8287531x

4

+ 3239123x

3

+ 3599574x

2

+

28183624x+ 14236150

D(x) = (x+ 9135113)(x+ 12347687)(x+ 31047334)�

(x

9

+ 25952248x

8

+ 29751591x

7

+ 5954051x

6

+

30180092x

5

+ 9825062x

4

+ 2257977x

3

+

29701278x

2

+ 7122003x+ 1410830)

Serre-S
hranke f

�

ur N

q

(4) = 33 600 808

Oesterl�e-S
hranke f

�

ur N

q

(4) = 33 566 053

N

F=F

q

(4) = 33 559 699

T: 1,45 h

q = 33554467 8.2.2.5.

a(x) = x

4

+ 4870727x

3

+ 15220770x

2

+

16867445x+ 18950748

b(x) = 33554466x

6

+ 24128110x

5

+ 8860585x

4

+

16212979x

3

+ 25450461x

2

+ 11641003x

D(x) = (x

2

+ 2042897x+ 11046527)�

(x

10

+ 6521032x

9

+ 4007832x

8

+ 21949651x

7

+

26506876x

6

+ 21178319x

5

+ 12395560x

4

+

29867907x

3

+ 27636436x

2

+ 361604x+ 19908565)

Serre-S
hranke f

�

ur N

q

(4) = 33 600 808

Oesterl�e-S
hranke f

�

ur N

q

(4) = 33 566 053

N

F=F

q

(4) = 33 561 509

T: 1,47 h



8.2. BEISPIELE 77

q = 33554467 8.2.2.6.

a(x) = x

4

+ 32074157x

3

+ 25445488x

2

+ 20862568x+ 11681747

b(x) = x

6

+ 2147784x

5

+ 11974097x

4

+ 31096792x

3

+

31298351x

2

+ 20527247x+ 3948781

D(x) = (x+ 18321109)�

(x

2

+ 24770749x+ 31475922)�

(x

3

+ 18456041x

2

+ 32262066x+ 4549261)�

(x

6

+ 29294954x

5

+ 7652165x

4

+ 5182492x

3

+

11687727x

2

+ 20661288x+ 23011941)

Serre-S
hranke f

�

ur N

q

(4) = 33 600 808

Oesterl�e-S
hranke f

�

ur N

q

(4) = 33 566 053

N

F=F

q

(4) = 33 553 156

T: 1,55 h
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Symbolverzei
hnis

(a) Hauptdivisor von a 2 F

�

21

(a)

0

Nullstellendivisor des Hauptdivisors (a) 21

(a)

1

Polstellendivisor des Hauptdivisors (a) 21

A

F

(A) Adele-Raum eines Divisors A 25

A

n

(k) Der n-dimensional aÆne Raum

�

uber einem K

�

orper k 7

�(K) Charakteristik des K

�

orpers K 2

Cl(F=k) Divisorklassengruppe von F=k 21

Cl

n

(F=k) Menge der Divisorklassen vom Grad n von F=k 22

Con

F

0

=F

(P ) Conorm von P bez

�

ugli
h F

0

=F 17

degP Grad von der Stelle P 16

degD Grad vom Divisor D bzw. von der Klasse [D℄ 20,21

deg

y

(f) Grad eines Polynoms f(x; y) bez

�

ugli
h y 5

dimD Dimension des Riemann-Ro
h-Raums L(D) 23

79



80 SYMBOLVERZEICHNIS

D, D

i

Divisoren 19

D

x

Derivation bez

�

ugli
h x 3

[D℄ Divisorklasse von D 21

D(F=k) Gruppe der Divisoren von F=k 19

D

n
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