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Einleitung

“Um nun diese Ideen nach einem Prinzip mit systematischer

Prézision aufzihlen zu kénnen, miissen wir erstlich bemerken,
dafl nur der Verstand es sei, aus welchem reine und transzendentale
Begriffe entspringen kénnen, dafl die Vernunft eigentlich gar keinen
Begriff erzeuge, sondern allenfalls nur den Verstandesbegriff von den

unvermeidlichen Einschrinkungen einer moglichen Erfahrung frei mache
und ihn also iiber die Grenzen des Empirischen, doch aber in Verkniipfung
mit demselben zu erweitern suche.”
Immanuel Kant, [39].

Riemann fiithrte im Jahr 1857 in seiner Arbeit "Theorie der Abel’schen Func-
tionen’ [64] den Begriff der Darstellung algebraischer Funktionen ein, der heute
unter dem Namen Riemannsche Flichen bekannt ist. Algebraische Funktionen
werden durch eine Gleichung f(z,y) = 0 mit f(z,y) € C[z,y] definiert. Grund-
lage dieser Darstellung ist die Kompaktifizierung der komplexen Zahlen C, die
heute als Riemansche Zahlenkugel bekannt ist. Jeder Punkt xy auf dieser Zahlen-
kugel erzeugt ein Primideal bzw. ein maximales Ideal < x — xy >C C[z]. Diese
maximalen Ideale enthalten Nullstellen oder Polstellen einer rationalen Funktion
f € C(z) und aus diesem Grund werden sie als Stellen bezeichnet. Clebsch und
Gordan (1863-66)[6] entwickelten im Anschlufl an Riemanns Untersuchungen die
Theorie in einem geometrischen Zusammenhang. Diese Darstellung fiihrte zu der
algebraisch-geometrischen Betrachtungsweise. Dedekind und Weber (1880) [10]
begriindeten die Theorie der algebraischen Funktionen unter Verwendung aus-
schlief8lich algebraischer Methoden. Der zugrundeliegende Begriff ist der Begriff
des Ideals. Hensel und Landsberg [33] setzten die Entwicklung auf dem alge-
braischen Weg fort und legten der Theorie der algebraischen Funktionen einer
Variablen den Divisorbegriff zugrunde. Diese Theorie wurde auf der Grundlage
arithmetischer Untersuchungen von Kummer und Kronecker, sowie funktionen-
theoretischer Methoden von Weierstrass entwickelt und spéter durch eine allge-
meinere Korpertheorie sowie durch die Bewertungstheorie unterbaut. Weil [95]
iibertrug das Wesentliche der funktionentheoretischen Ansétze ins rein Algebrai-
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VI EINLEITUNG

sche. Dieser Riickblick soll erkldren, warum man in der Literatur die Begriffe des
Primdivisors vom Grad eins, des maximalen Ideals eines Bewertungsringes, des
rationalen Punktes und der Stelle synonym verwendet.

Die algebraischen Funktionen auf einer Riemannschen Fléche bilden einen Kérper
und aus diesem Grund spricht man in algebraischem Zusammenhang von einem
algebraischen Funktionenkorper. Die Theorie der algebraischen Funktionenkorper
bildet eine Briicke zwischen der Funktionentheorie, der algebraischen Geometrie
und der algebraischen Zahlentheorie.

Wenn man nicht C, sondern einen Korper £ wie Q oder einen endlichen Korper als
Ausgangspunkt fiir die Untersuchungen verwendet, entsteht eine Theorie, die in
zahlentheoretischem bzw. algebraisch-geometrischem Zusammenhang von Bedeu-
tung ist. Eine der interessantesten Fragen ist: Wie grof§ ist die Anzahl der Losun-
gen («, ) der Gleichung f(z,y) = 0 mit f(z,y) € k[z,y], so daB («, ) € k x k?
Der Grad einer Stelle gibt Auskunft dariiber, ob man k oder eine Erweiterung
von k betrachten mufl. Im Falle der Stellen vom Grad eins betrachtet man k. Ein
Funktionenkorper mit vielen Stellen vom Grad eins ist ein Korper, dessen defi-
nierende Gleichung viele Losungen in k£ x k hat. Beschrinkt man sich auf einen
Teilring R C k (z.B. Z C Q) so liegt nahe, daf es eine Verbindung mit der Theorie
der Diophantischen Gleichungen gibt. Im Falle eines Zahlkorpers weifl man, dafl
es endlich viele Losungen gibt, wie die Arbeiten von Faltings [17] und Wiles [97]
zeigen. Ist k& endlich, so ist die Anzahl der Losungen offensichtlich endlich, die
Frage ist nun die Bestimmung der Anzahl der Losungen bzw. von Schranken fiir
die Anzahl der Losungen; die Beantwortung dieser Frage ist nicht trivial [50]. Im
Folgenden wird die Gliederung der vorliegenden Arbeit erldutert:

In Kapitel 1 werden die Begriffe aus der allgemeinen Koérpertheorie sowie aus
der Theorie der endlichen Korper zusammengestellt, die spéter entweder verwen-
det werden oder einfach das Verstdndnis der Begriffe der Theorie der algebrai-
schen Funktionenkorper erleichtern sollen. Im Abschnitt {iber algebraische Funk-
tionenkorper wird, auler der Einfiihrung von Notation und grundlegenden Defi-
nitionen, auf die Erzeugung der Funktionenkérper und auf ihre Darstellung, bzw.
auf die Darstellung der Elemente des Funktionenkorpers eingegangen. Im letzten
Abschnitt dieses Kapitels werden Grundbegriffe vorgestellt, die eine algebraisch-
geometrische Interpretation der Ergebnise der Theorie der algebraischen Funktio-
nenkorper ermoglichen.

Kapitel 2 fiihrt die von uns verwendeten Begriffe der Bewertungstheorie ein, und
zwar nur in diesem sehr beschrinkten Umfang. Die Bewertungstheorie ermoglicht
u.a. Aussagen iiber Teilbarkeit in Aussagen iiber eine Abbildung auf eine geord-
nete Gruppe zu iibertragen. Anschliefend wird der Begriff der Stelle vorgestellt.
In Kapitel 3 werden der Begriff des Divisors eines Funktionenkorpers definiert und
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Aussagen iiber die Struktur der Menge der Divisoren eines Funktionenkorpers ge-
macht.

In Kapitel 4 wird der Satz von Riemann-Roch formuliert. Es handelt sich um die
wichtigste Aussage der Theorie der algebraischen Funktionenkorper.

In Kapitel 5 werden grundlegende Begriffe, die bei der Untersuchung von Funk-
tionenklassen von gegebenem Geschlecht verwendet werden, eingefiihrt und Glei-
chungen, die Funktionenkorper von gegebenem Geschlecht definieren, konstruiert.
Da uns aber der Fall eines endlichen Konstantenkorpers interessiert, wird in Ka-
pitel 6 eine Verallgemeinerung des Begriffes der Reduktion modulo p definiert,
um u.a. die Ubertragbarkeit aller vorher erstellten Gleichungen auf diesen Fall
sicherzustellen.

In Kapitel 7 werden Schranken fiir die Anzahl der Primdivisoren vom Grad eins
eines Funktionenkorpers und Methoden zur Konstruktion von Funktionenkérpern
mit vielen Primdivisoren vom Grad eins vorgestellt.

Eines der Hauptziele dieser Arbeit ist eine Einfiihrung in die Untersuchung von
Klassen von Funktionenkorpern und der Anzahl der Primdivisoren vom Grad
eins der Funktionenkorper einer Klasse. Es werden zwei klassische Probleme an-
gesprochen und zwar die Untersuchung der Modulvarietidt der Funktionenkorper
von gegebenem Geschlecht iiber einem Koérper £ und die Bestimmung der Anzahl
der rationalen Punkte einer Kurve (die Primdivisoren vom Grad eins des entspre-
chenden Funktionenkorpers).

Der gewéhlte Zugang zu diesen Problemen verwendet nur arithmetisch-algebraische
Methoden und geringe technische Mittel. Abschliefend wird anhand von Beispie-
len gezeigt, wie die entwickelte Theorie zur expliziten Konstruktion von Funk-
tionenkorpern mit vielen Primdivisoren vom Grad eins angewandt werden kann,
wie man experimentell mogliche Zusammenhinge zwischen der Modulvarietét el-
liptischer Kurven tiber Fy«, Konstantenkorpererweiterungen und der Anzahl der
rationalen Punkten auf den Kurven erschlieffen kann.

Zum Schlufl soll erwéhnt werden, daf ein faszinierender Aspekt dieses Forschungs-
gebietes nicht nur das Aufwerfen von Fragen, wie die nach der eventuellen Existenz
von Kurven, die mehr Punkte als der zugrundeliegende Raum haben, ist, sondern
auch die Moglichkeit von Anwendungen auf das Gebiet der Informationsiibertra-
gungstechnologie (Codierungstheorie) und der Kryptographie [43].
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Korpertheorie

1.1. Definition. Ein algebraischer Funktionenkérper F'/k (in einer Variablen)
iiber einem Korper £ ist eine Korpererweiterung F' von k, so dafl F' eine endliche
Erweiterung von k(z) fiir ein iiber k transzendentes Element x € F ist.

Die in diesem Teilabschnitt vorgestellten Begriffe und Ergebnisse findet man in
einigen Standardwerke der Algebra, Algebraischen Geometrie und der Theorie
der algebraischen Funktionenkoérper ([5, 8, 15, 16, 31, 54, 81, 92, 99]).

Ein algebraischer Funktionenkérper wird durch sukzessive Erweiterungen kon-
struiert. Die erste davon ist transzendent und besitzt eine Basis. Wir betrachten
allgemein eine Korpererweiterung L/K. Eine endliche Menge {z1,...,2,} C L
heifit algebraisch unabhéngig iiber K, wenn es kein f(Xy,... , X,) € K[Xq,...,X,]
gibt, so daf f(xy,...,z,) = 0. Eine Transzendenzbasis von L/K ist ein maxi-
males Element (beziiglich Inklusion) in der Menge aller {iber K algebraisch un-
abhédngigen Mengen aus L. Die Kardinalitét einer Transzendenzbasis heifit Tran-
szendenzgrad von L/K.

Je zwei Transzendenzbasen haben die gleiche Kardinalitéit. Ist der Transzendenz-
grad von L/K endlich und ist {zy,...,z,} eine Transzendenzbasis von L/K,
dann ist der Korper K(zy,...,2z,) C L isomorph zum Quotientenkdrper des
Polynomrings K[X1,...,X,] in n Variabeln iiber K.

Da ein algebraischer Funktionenkorper eine algebraische Erweiterung von k(x)
ist, erwdhnen wir in diesem Zusammenhang einige Definitionen und Sétze:

1.2. Definition. Es sei p algebraisch iiber K. Das normierte irreduzible Polynom
m,(t) € K[t] mit m,(p) = 0 heit Minimalpolynom von p {iber K.

1.3. Proposition. Es sei p algebraisch tiber K. Dann gilt:

1



2 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

1 [K(p) - K] = deg (m,),
2. {1,p,...,plem)=11 jst eine K-Basis von K(p).

Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, falls fiir jede algebraische Erwei-
terung L/K bereits L = K gilt. Der Koérper K heifit algebraischer Abschluff von
K, falls K/K algebraisch und K algebraisch abgeschlossen ist.

Algebraisch abgeschlossene Kérper sind immer unendlich. Endliche Kérper sind
also nicht algebraisch abgeschlossen. Der algebraische Abschlufl eines endlichen
Korpers besteht aus Einheitswurzeln.

1.4. Satz. Zu jedem Korper K emistiert ein algebraischer Abschluff K . Der Er-
weiterungskorper K ist bis auf K-Isomorphismus eindeutig definiert.

Es gibt grundlegende Begriffe und strukturelle Aussagen der Theorie der alge-
braischen Funktionenkorper iiber einen Korper der Charakteristik x(K)=p, die
die Existenz eines Elementes mit bestimmten Eigenschaften voraussetzen.

Es sei L/K eine Korpererweiterung. Ein iiber K algebraisches Element z € L
heifit separabel iiber K, falls sein Minimalpolynom m, iiber K separabel ist. Die
Korpererweiterung L/K heifit separabel, falls L/K algebraisch und jedes z € L
separabel iiber K ist. Eine nicht separable algebraische Korpererweiterung L/K
heiflt inseparabel.

1.5. Definition. Ein Element x € L heifit separierendes Element von L/K, falls
L/K eine endliche separable Korpererweiterung ist. Wenn es ein separierendes
Element von L/K gibt, dann heifit L/K eine separabel erzeugte Korpererweite-
rung.

Ein Element x € L heifit rein inseparabel tiber K, falls m,(t) = (¢t — x)™ fiir
ein n € N gilt. Eine Korpererweiterung L/K heifit rein inseparabel, falls L/K
algebraisch und jedes Element aus L rein inseparabel {iber K ist.

1.6. Proposition. Es sei L/K endlich mit x(K) = p und rein inseparabel. Dann
gilt: [L : K] ist p-te Potenz.

Unter den Strukturen, die in der Theorie der algebraischen Funktionenkoérper eine
herausragende Rolle spielen und bei denen separierende Elemente von Bedeutung
sind, befindet sich eine Verallgemeinerung des klassischen Differentialbegriffs:

1.7. Definition. Es sei R ein Ring mit 1 und M ein R-Modul. Eine Abbildung
D : R — M heif3t Derivation, falls

D(a+0b) = D(a)+ D(b), D(ab) =D(a)b+aD(b) Va,beR

gilt.
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Aus der Definition folgt, daf fiir 1 € R gilt:
D(1+1)=D(1)+ D(1) = D(1-1). Dies bedeutet: D(1) = 0.

1.8. Definition. Es seien L/K eine Korpererweiterung und x € L/K ein se-
parierendes Element. Die eindeutig definierte Derivation D, : L — L mit der
Eigenschaft D,(z) — 1 heifit Derivation beziiglich z.

Fiir die Abbildungskomposition im Falle einer Derivation verwenden wir folgende
Bezeichnung: D, o D, = D,(D,) = Dy,

Ein bekanntes Beispiel fiir eine Derivation ist jede formale partielle Ableitung
8%1' : R — R wobei R[zy,...,x,] der Polynomring in n Unbestimmten iiber
einem Ring R ist. Wenn M ein Vektorraum {iber einem Koérper K ist, dann gilt:
Es sei z € K*. Aus 0 = D(zx™') = 27'D(x) + xD(z™") folgt, daBl D(z™') =
—x2D(x). Schliisse dieser Art begriinden den ersten Teil der folgenden Aussage:

1.9. Proposition. 1. Es sei R ein Integritdtsbereich mit Quotientenkorper K.
Jede Derivation auf R hat eine eindeutige Erweiterung auf K.

2. Es sei L/ K eine algebraische separable Erweiterung. Jede Derivation auf K
hat eine eindeutige Erweiterung auf L.

Bei der Konstruktion algebraischer Funktionenkorper sind zwei Erweiterungs-
typen von besonderer Bedeutung: Artin-Schreier-Erweiterungen und Kummer-
Erweiterungen:

1.10. Definition. Es sei K ein Korper mit x (K) = p und L/K eine zyklische
Erweiterung vom Grad [L : K| = n. Es gelte ggT(p,n) = 1 und K enthalte
eine n-te Einheitswurzel (d.h. 7™ — 1 zerféllt in lineare Faktoren in K[T]). Dann
existiert ein Element p € L so dafl L = K(p) mit

Pt =c€ K, und ¢ # w fiir alle w € K und d|n,d > 1
Eine Koérpererweiterung mit diesen Eigenschaften heifit Kummer Erweiterung.

Die Automorphismen o aus Gal(L/K) einer Kummer-Erweiterung werden durch
o(p) = & - p definiert, mit einer n-ten Einheitswurzel £ € K.

Wenn der Primkorper K der Charakteristik y (K) = p ist und man eine nicht rein
inseparable Erweiterung konstruieren will, verwendet man hiufig Artin—Schreier—
Erweiterungen:

1.11. Definition. Es sei K ein Korper mit x (K) = p und L/K eine zyklische
Erweiterung vom Grad [L : K| = p. Dann existiert ein Element p € L, so daf§
L = K(p) mit

PP —p=ce K, und c # p’ — p fiir alle p € K.
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Eine Korpererweiterung mit diesen Eigenschaften heifit Artin-Schreier-Erweiterung
vom Grad p.

Die Automorphismen ¢ € Gal(L/K) einer Artin-Schreier Erweiterung werden
durch o(p) = p+ v definiert, mit v € Z/pZ C K

1.2 Endliche Ko6rper

Die Theorie der algebraischen Funktionenkorper iiber einem endlichen Kérper F,
mit ¢ Elementen hat grofle Bedeutung in theoretischer und praktischer Hinsicht.
Funktionenkorper iiber einem endlichen Korper heiflen globale Funktionenkorper.
Globale Funktionenkorper haben eine weitgehende Analogie zu den algebraischen
Zahlkorpern ([8, 32]). Fiir eine anwendungsorientierte Behandlung des Themas
siehe [38, 52]. Es gibt einen Zusammenhang zwischen irreduziblen Polynomen
und bestimmten Grundobjekten algebraischer Funktionenkorper, die wir spéter
kennenlernen werden, den Primdivisoren eines algebraischen Funktionenkorpers.
Aus diesem Grund stellen wir die folgende Definitionen und Sétze vor:

1.12. Lemma. Es seiF, = F,n und k € Z>°. Dann ist t9° —t € F,[t] das Produkt
aller normierten irreduziblen Polynome g € F,[t] vom Grad d mit d|k.

1.13. Proposition. Ein normiertes Polynom f € F,[t] ist irreduzibel genau dann

wenn ggT(f(t), 17 —t) =1 fir alle j mit 1 < j < de%(f),

Fiir einen Beweis siehe[61]

1.14. Definition. Die Mo6bius p-Funktion g : N — N wird definiert durch:

1 falls x=1
p(z) = ¢ (—1)" wenn z ein Produkt r verschiedener Primzahlen ist
0  falls in x ein quadratischer Faktor enthalten ist

1.15. Satz. A,,, bezeichne die Anzahl aller irreduziblen normierten Polynome
vom Grad m in F,[t]. Dann gilt:

(a) g™ = Zd|m dAgg-

(b) Am,q - % Zd|n ’u(d)qm/d.

(¢) Apq > 1.

(d) Apmg ~ lq/—mm fiir m — oo.

¢™ ist die Anzahl der normierten Polynome m-ten Grades von F,[t]. Auf der

Suche nach einem irreduziblen Polynom nach dem Zufallsprinzip, diirfte man
nach etwa m Versuchen Erfolg haben. Zum Thema Faktorisierungsalgorithmen
und Irreduzibilititstests verweisen wir auf [60] und [38]
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Fy» ist ein F,-Vektorraum. Die Korpererweiterung Fy» /I, ist eine Galois Erwei-
terung vom Grad n. Die Galoisgruppe ist zyklisch und wird durch den Frobenius-
Automorphismus ¢ : Fjn — Fgn, definiert durch ¢ : o — ¥, erzeugt. Diese Art
von Erweiterungen kommen insbesondere vor, wenn man den Primkdérper eines
algebraischen Funktionenkorpers erweitert.

1.3 Algebraische Funktionenkorper

In diesem Abschnitt werden die fiir die Arbeit relevanten theoretischen Grundla-
gen iiber algebraische Funktionenkorper bereitgestellt und Notationen vereinbart.
Fiir allgemeine Einfiihrungen in die Theorie der algebraischen Funktionenkorper
(einer Variablen) verweisen wir auf [8, 13, 15, 81], fiir detallierte Darstellungen
werden [32] und [33] empfohlen. Hinsichtlich algorithmischer Aspekte verweisen
wir auf [7, 34, 60, 61, 68, 77]. Es sei k ein Korper. Ein algebraischer Funktio-
nenkorper F'/k ist eine endlich erzeugte Erweiterung iiber & vom Transzendenz-
grad r > 1. Man spricht von einem algebraischen Funktionenkorper in r Variablen.
In dieser Arbeit betrachten wir nur endlich erzeugte Korpererweiterungen iiber k
vom Transzendenzgrad eins. Fiir eine Einfiihrung in die Theorie der algebraischen
Funktionenkorper vom Transzendenzgrad zwei verweisen wir auf [8].

k sei ein vollkommener Korper

Wie bereits erwéhnt:

Ein algebraischer Funktionenkorper F'/k (in einer Variablen) {iber einem Korper
k ist eine Korpererweiterung F' von k, so dal} F' eine endliche Erweiterung von
k(x) fiir ein iiber k transzendentes Element = € F' ist.

Der Korper k wird Konstantenkorper genannt. Der algebraische Abschlu8 k von
k in F' hat endlichen Grad iiber £ und wird der exakte Konstantenkorper von
F/k genannt.

Kiinftig verwenden wir den Ausdruck Funktionenkorper anstelle von algebrai-
schem Funktionenkorper. Wir gehen zunéchst auf die Darstellung von Funktio-
nenkorpern und dann auf die seiner Elementen ein:

1.16. Proposition. Es seien k ein vollkommener Korper, x transzendent tiber
k, ein irreduzibles Polynom f € k[x,y] mit deg,(f) = n, welches beziiglich y nor-

miert und separabel ist, und p € k(x) mit f(z,p) = 0. Dann gilt:

F = k(x,p) ist ein Funktionenkdrper mit n = [F : k(z)], und jeder Funktio-
nenkdrper F' kann auf diese Weise durch eine geeignete Wahl von x € F' separabel
iber k(x) erzeugt werden. Ein solches x heifit separierendes Element von F/k.
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1.17. Proposition. Es seien k ein vollkommener Korper und F/k ein Funktio-
nenkdrper tber k.

(a) Es sei z € F so daf z keine p-te Potenz ist. Dann ist z ein separierendes
FElement fir F/k. Insbesondere ist F/k separabel erzeugt.

(b) Es existieren x,y € F/k, so daff F' = k(z,y).

(¢c) Fiir n > 1 ist die Menge FP" := {z"" |z € F} ein Teilkérper von F mit fol-
genden Eigenschaften:

(1) k C FP" C F und F/FP" ist eine rein inseparable Kdrpererweiterung vom
Grad p™.

(2) Die Frobenius-Abbildung ¢, : F — F, definiert durch ¢, : z — 2P", ist ein
Isomorphismus von F auf FP". Infolgedessen hat der Funktionenkdrper FP" [k das
gleiche Geschlecht wie F/k.

(3) Es sei k C Fy C F, so daf$ F//Fy rein inseparabel vom Grad [F : Fy| = p" ist.
Dann st Fy = FP".

Ein Element z € F ist ein separierendes Element von F/k, genau dann wenn
z ¢ FP. Jedes transzendente Element = aus F'/k kann als unabhéngige Variable
eingesetzt werden, um den Korper k(z) zu konstruieren. Ist y ein weiteres tran-
szendentes Element von F/k, so mul f(x,y) = 0 gelten, mit f € k[x,y] und
f ist nicht das Nullpolynom 0 € k[z,y]. Da y transzendent ist, kann z nicht
algebraisch unabhéngig iiber k(y) sein. Dariiberhinaus gilt nach Konstruktion:
[F: k(y)] = [F: k(z, y)]lk(z,y) - k()] < [F: k(@)][k(z, ) : k(y)] < oo

Wenn f(z,y)k(z)[y] dasin k(x)[y] von f erzeugte Hauptideal ist, dann ist der Ring
k(x)[y]/f(z,y)k(z)[y] ein Integritétsbereich. Der entsprechende Quotientenring
ist ein Korper. Das Element p € k(z) mit f(z,p) = 0 wird formal durch die
Bildung dieses Quotienten bestimmt. Es handelt sich um die k(z)-Algebra

k(@)[wl/f(z,y)k(@)ly] = k() +k(@)p+ k(x)p® + - + k(z)p"

Wenn es ein Element & € F gibt, so da8 f(z,&) = 0 iiber k(z) dann sind die
Funktionenkorper F' = k(z, p) und F' = (z, &) isomorph.

Der Oberring o := k[z, p] von k[x] heifit endliche k[x]-Gleichungsordnung.

Die Abbildung von k[z,y| nach k[x, p|, definiert durch f(z,y) — f(z,p), ist ein
Homomorphismus.

Jedes Element des Funktionenkorpers F' = k(z, p) kann als Polynom in p vom
Grad kleiner als deg, (f) = n dargestellt werden. Der Beweis dieser Behauptung
ist eine einfache Anwendung des Divisionalgorithmus in k(x)[p]. Die folgende
Aussage, sowie der entsprechende Beweis, werden, vor allem mit dem Ziel, einen
Einblick in die Arithmetik algebraischer Funktionenkorper zu bieten, vorgestellt.
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1.18. Proposition. Es sei F' = k(x,p) ein Funktionenkérper iber k, definiert
durch f(x,p) = 0 mit f € klz,y] und deg,(f) = n. Jedes Element §{ € F st
Wurzel einer Gleichung iber k(x) vom Grad hichstens n und falls F = k(x, p) =
F' = k(x,€) gilt, dann ist die Gleichung irreduzibel vom Grad n.

Beweis. 1,€, ..., sind Elemente aus F' = k(x, p) und die Menge {1, p,... ,p" '}
ist eine Basis des n-dimensionalen k(x)-Vektorraumes [F : k(x)]:

1 =1
5 =aio + ay1p + -t alyn_lpn_l
52 — 3270 + 32,1[) + e+ a?,n—lpnil .

" =apgtapip+--tag, 1p"!

1,¢&, ... ,&" sind n+1 Elemente aus einem n-dimensionalen Vektorraums. Sie sind
linear abhéngig iiber k(x): Es existieren by, ... ,b, € k(x) nicht alle gleich Null,
so daB by, b€ + -+, 0," = 0. Wenn Fy = (x, p) k(z)-Isomorph zu F, = (z,§) ist
und ¢ eine irreduzible Gleichung vom Grad m erfiillt, dann gilt m < n. Analog
gilt n < m und damit m = n.0.

1.4 Funktionenko6rper und algebraische Geome-
trie

In diesem Abschnitt gehen wir auf die geometrische Interpretation algebraischer
Funktionenkorper ein. Fiir eine Einfiihrung in die algebraische Geometrie wird
auf [9, 21, 31, 63, 66, 94| verwiesen. Entsprechende Kapitel aus [26, 76] werden
empfohlen. In [74] werden die Grundlagen der algebraischen Geometrie iiber einem
vollkommenen Korper entwickelt. Diese ist eine wichtige Voraussetzung, wenn
man globale Funktionenkorper betrachtet.

1.19. Definition. Es sei k ein Kérper und n € Z>°. Der n-dimensional affine
Raum iiber k ist die Menge

An(k) = {P: (al,... ,G/n) | ay,...,a, € k}
P heifit Punkt in A"(k) und die aq, ... , a, heien Koordinaten von P

Auf der Menge A" (k)\{0,...,0} wird eine Aquivalenzrelation definiert durch:

(ag,ay, ... a,) ~ (bo,b1,...,0p)
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genau dann, wenn es ein Element 0 # A\ € k gibt so dafl b; = Aa; fir 0 < i < n.
Fiir die Aquivalenzklasse von (ag,ai, ... ,a,) beziglich ~ verwendet man die
Bezeichnung (ag : ... : a,). Die Menge der so definierten Aquivalenzklassen heifit
der n-dimensional projektive Raum P™(k) iiber k:

P"(k):={P=(ap:...:ay) | ag,...,a, €k, nicht alle a; =0}
Man kann sich P'(k) als A'(k)U{co} vorstellen und P?(k) als A?(k)UP!(k) [76].

Es ist moglich eine Verbindung zwischen einem geometrischen Objekt und einem
beliebigen kommutativen Ring herzustellen: Diese Verbindung heifit Spec R.

1.20. Definition. Die Menge aller Primideale eines Ringes R heiffit Spektrum
von R. Die Bezeichnung ist Spec R

1.21. Beispiel. 1. Im Ring Z ist Spec Z = {(0) }U{(p) | p ist eine Primzahl}.
2. Es sei k ein Korper, dann ist Speck = {(0)}.

3. Es sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper und x transzendent iiber k.
Wir betrachten den Ring k[z]|. Dann ist
Speck[z] ={(0)}U {(z —a) | a € k}.

4. Es sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper und z, y transzendent iiber
k. Wir betrachten den Ring k[z, y]. Dann gilt:
Specklz,y] = {(0)} U{(f) | f € k[z,y] irreduzibel und nicht konstant}
U{(z =&y —p) | (& p) € A%(k)}
Beweis: Wir zeigen, daf} alle Primideale p € k[z,y|, die keine Hauptideale
sind, der Form p = (z — &,y — p) sind. Es sei f € p\{0} irreduzibel von
minimalen Grad deg, f. Da p kein Hauptideal ist, existiert g € p\(f). Durch
Anwendung des Euklidischen Algorithmus in k(x)[y] erhilt man ein Poly-
nom p € k[z]\(0) und ¢, € k[x,y] mit pg = qf + r, wobei entweder r = 0
oder deg, r (deg, f. Aus den Voraussetzungen fiir f und weil r = pg—qf € p
folgt r = 0. Weil (f) ein Primideal ist und pg = qf € (f) sowie g € (f)
gilt: p € (f). Es ist also deg, f < deg, p = 0 und damit f € k[z]. Da k
algebraisch abgeschlossen und f irreduzibel ist, mufl f =z — £, € € k ein
Polynom vom Grad eins in = sein. Analog erhélt man fiir y: y — p, p € k ist
ein Polynom vom Grad eins. Dann gilt (x — £,y — p) = p.O

5. Die sogenannte arithmetische Fliche Spec Z[z] = {(0)}
U{(f) | f € Z[z] Q-irreduzibel, primitiv und nicht konstant}
U{(p) | p ist eine Primzahl}.
U{(p, f) | p ist eine Primzahl, f € Z[z] mod p-irreduzibel, normiert}
f ist auch hier nicht konstant.
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1.22. Definition. Es seien k ein Korper, L eine Erweiterung iiber £ und der
Teilring k[z1,...,z,] C L. Eine affine Varietit V iiber k ist die Menge V :=
Spec k[xy, ... ,z,] der k-linearen Ringhomomorphismen von k[z, ... ,x,] in den
algebraischen Abschluss k von k.

Diese zunichst zu abstrakt erscheinende Definition ist notwendig wenn man die
Separabilitidt der Korpererweiterungen beriicksichtigen muf}. Die moderne Lite-
ratur auf diesem Gebiet benutzt in der Regel die Sprache der Schemata, auf die
wir nicht eingehen. Ein affines Schema ist ein Objekt, das isomorph zu Spec R,
versehenen mit einer zusitzlichen Struktur, ist [31, 56]. Die Bedeutung der Dar-
stellung einer Varietét als Spektrum eines Ringes findet man einfach erldutert in
[63].

1.23. Definition. Der algebraische Funktionenkérper K (V) einer affinen Va-
rietdt V iiber k ist der Quotientenkorper K (V) = k(xy, ... ,x,) von k[xy, ... , 2]
tiber k. Der Teilring k[z1, ... ,x,] von K (V) heifit Ring der reguléren Funktionen
von V.

Eine affine Varietdt heifit separabel, falls ihr Funktionenkorper eine separable
Erweiterung ist. Fiir eine affine separable Varietit 148t sich die angegebene Defi-
nition einer Varietdt wie folgt formulieren:

Es sei k ein vollkommener Kérper und es seien fi, ... , fs Polynome aus k[z1, ... , z,].
Die Menge

V(fi,..., fs) ={(as,...,a,) € A"(k) | filar,... ,a,) =0V1 <i<s}.

heifit affine Varietit V(fi,..., fs), definiert durch fy,..., fs. Fiir konstruktive
Ansitze wird diese Definition, zugrundegelegt [9].

Eine bestimmte Teilmenge einer iiber einem Korper £ definierten Varietét ist von
besonderem Interesse: Die Punkte deren Koordinaten Elemente aus & sind: Man
betrachtet eine affine Varietdt V (k). Die Menge

V(k) =VNA"(k)={P = (a,...,a,) € V|allea; € k}

heiit Menge der k-rationalen Punkte von V. In diesem Zusammenhang ergeben
sich einige Fragen:

Was ist die Kardinalitét dieser Menge? Besondere Bedeutung gewinnt diese Frage,
wenn der Primkérper ein endlicher Korper ist. Eine weitere Frage ist: Wie defi-
niert man Varietéiten, die viele rationale Punkte enthalten? Hat diese Teilmenge
einer Varietit eine Struktur?
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Die ersten zwei Fragen sind Gegenstand dieser Arbeit. Nun betrachten wir weite-
re mit einer Varietit zusammenhidngenden Strukturen: Es sei k[X7,..., X,] der
Polynomring in n unabhéngigen Variablen iiber k. Das Ideal

I(V) ={f €klXy,...,Xy] | f(w1,...,2,) =0 fiir alle zy,... ,z, € V}

heifit Ideal von V.

Der Restklassenring I' = k[ X7, ... , X;,]/Ix(V) heifit Koordinatenring der affinen
Varietdt V.

I(V) ist der Kern der Homomorphismen von k[X,...,X,] nach klzy,...,z,]
definiert durch f(Xi,...,X,)— f(zy,...,x,). Dann ist

KX1 . X/ Ie(V) 2 K[z, .. 2]

Da k[zy,...,z,] ein Integrititsbereich ist, ist (V) ein Primideal, also ein Ele-
ment aus Speck[xq, ..., x,].

Wir benotigen einen Begriff, der dazu dient die Varietidten zu charakterisieren,
die mit den Funktionenkorpern einer Variablen in Verbindung stehen:

Die Dimension einer Varietdt V ist der Transzendenzgrad ihres Funktionenkorpers.
Wir beschrianken uns auf Varietdten der Dimension eins. Varietdten der Dimen-
sion eins heiflen algebraische (affine) Kurven. Wir werden die Kurzform Kurve
anstelle algebraischer affinen Kurve verwenden.

Ausgehend von einem Funktionenkorper kann man eine entsprechende Kurve defi-
nieren. Ein Funktionenkorper wird separabel erzeugt und das hat eine Eigenschaft
der entsprechenden Kurve zur Folge. Wir definieren zunéchst diese Eigenschaft:

1.24. Definition. Es seien k ein vollkommener Kérper und f € k[z, y].

1. Ein Punkt P € V(f) heifit singulir, falls

(f(P)=0) A (Dyf(P) =0) A(Dyf(P) =0).
2. P heiBt nicht-singuléir, falls

(f(P) = 0) A ((Dof (P) #0) V (Dy f(P) # 0)).

3. Eine Kurve heifit singuliir, wenn alle Punkte P € V(f) singulér sind.

4. Eine Kurve heift nicht-singulér, wenn alle Punkte P € V(f) nicht-singulir
sind.
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5. Ein Punkt P € V(f) heifit gewohnlicher Knotenpunkt, falls P ein singulérer
Punkt ist und D2, f(P) # Dau f(P)Dyy f(P)

Nun sei F' = k(z,y) ein Funktionenkdrper mit erzeugenden x, y und sei G(X,Y) €
k[X,Y] ein irreduzibles Polynom mit G(x,y) = 0. Wir definieren die Menge

W :={P e A*(k) U | G(P) = 0}

Es sei V das nicht singuldre Modell von W; dann ist F' isomorph zum Funktio-
nenkorper von V. D.h.: Es existiert eine nicht-singulire affine Kurve V (eindeutig
definiert bis auf Isomorphismus) mit Funktionenkoper K (V), der k-isomorph zu
F = k(z,y) ist.

Wenn man Varietédten klassifizieren oder bestimmte Eigenschaften untersuchen
will, definiert man eine Aquivalenzrelation. Ein Klasseneinteilungskriterium ist:

1.25. Definition. Zwei Varietiten iiber k heiflen birational dquivalent, falls die
entsprechenden Funktionenkdrper k-isomorph sind.
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Kapitel 2

Bewertungen und Stellen

2.1 Bewertungen und Bewertungsringe

Die Bewertungstheorie kann als ein Zweig der topologischen Algebra betrachtet
werden. Ein Korper mit einer Bewertung ist ein algebraisches System mit einer
Metrik. Diese Einschrinkung der algebraischen Freiheit erlaubt, strukturelle Ei-
genschaften feiner zu analysieren. Eine eingehende Behandlung der Bewertungs-
theorie findet man in [61]. Bei der Entwicklung der Theorie der algebraischen
Funktionenkorper wird eine diskrete Bewertung verwendet. Es handelt sich um
eine Abbildung auf eine geordnete, unendliche, abelsche Gruppe.

2.1. Definition. Eine abelsche Gruppe (G, +) versehen mit einer bindren Re-
lation >, heifit geordnete Gruppe (G,+,>) -im folgenden kurz G-, wenn fiir
a, 3,7 € G genau eine der folgenden Relationen gilt:

l.a>p, a=0, >«
2. a>pB,0>y=>a>vy
J.a>p0eG@=a+d>pF+9
Das neutrale Element von GG wird mit 0 bezeichnet.
Wir fiigen der Gruppe G ein Element oo hinzu. co hat folgende Eigenschaften:
l.oo+too=a+oco=00+a=00,VaeG
2. a>o00oVaeG

Wir beschrinken uns auf die unendliche, geordnete, zyklische, abelsche Gruppe
Z:

13
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2.2. Definition. Es sei K ein Korper. Eine diskrete Bewertung v eines Korpers
K ist eine Abbildung

v: K —ZU{oo}
mit folgenden Eigenschaften fiir x,y € K:
1. v(z) =00 <=z =0.
2. v(zy) = v(x) + v(y) fiir alle z,y € K.
3. v(z + y) > min(v(a),v(b))
4. Es existiert z € K mit v(z) =1
5. v(a) =0 firalle0#a€ K

Die Struktur (K, v) heifit bewerteter Korper. Aus 2. und 4. folgt, daf§ die Abbil-
dung surjektiv ist. Die Eigenschaft v(zy) = v(x) 4+ v(y) besagt, da v : K* — Z
ein Gruppenhomomorphismus ist.

Die Bewertung heifit trivial, wenn ihre einzigen Werte 0 und oo sind. Bewertungen
mit der Eigenschaft v(K) = Z U oo, also mit der Eigenschaft 4., heiflen normiert.
Die Wertemenge v(K*) C Z ist eine Untergruppe von (Z, +). Es ist v(K*) = mZ
fiir ein m € Z. Die Bewertung v ist genau dann trivial, wenn m = 0 gilt. Ist v
nicht trivial, dann kann man durch vy (2) := Lv(z) mit £ € K* | 15(0) := 00
eine diskrete Bewertung auf K definieren. Das folgende Lemma ist von Bedeu-
tung, wenn man die Bewertung eines Produktes von Elementen aus dem Koérper
berechnen will.

2.3. Lemma. FEs sei (K,v) ein bewerteter Korper, v eine diskrete Bewertung von
K und z,y € K, so daff v(x) # v(y). Dann gilt: v(z + y) = min{v(z),v(y)}.

Um den Bewertungsbegriff zu veranschaulichen, betrachten wir ein Beispiel:

2.4. Beispiel. Es sei R ein ZPE-Ring, Q)(R) der entsprechende Quotientenring
und p € R ein Primelement in R. Dann definiert man fiir € Q(R)\{0} von der
Form x = p"i—; mit p fx1xy, n € Z, eine normierte diskrete Bewertung durch
vy(x) = n.

2.5. Satz. FEs sei (K, v) ein bewerteter Korper mit einer diskreten Bewertung v.
Dann gilt:

1. O, :={r € K |v(z) > 0} ist ein Ring.



2.1. BEWERTUNGEN UND BEWERTUNGSRINGE 15
2. 0, i ={reK|v(x)=0}=
{r € O] es ezistiert ein w € O mit zvw = 1}.
3. my, :={x € K |v(x) >0} ist das einzige mazimale Ideal von O,.

4. O, ist ein Hauptidealring und ist genau dann kein Korper, wenn v nicht
trivial ist.

5. Ein Element x € K ist ein Primelement von O, genau dann, wenn v(zr) = 1.
Zum Beweis: Siehe [3].

2.6. Definition. Ein lokaler Hauptidealring O, der kein Korper ist, heifit (dis-
kreter) Bewertungsring eines Korpers K.

Das maximale Ideal m, des lokalen Ringes O ist m, = O\O* mit O* := {z € O |
es existiert ein w € O mit xw = 1}. O* heift die Einheitengruppe von O.

Ein (diskreter) Bewertungsring eines Funktionenkérpers F/k ist ein Ring O C F
mit folgenden Eigenschaften:

1. kC O CF,und
2. z€ OQoderz!eO.
Wenn O ein Bewertungsring des Funktionenkorper F/k ist, dann gilt:
1. O ist ein lokaler Ring.
2. Essei P das maximale Ideal von O. Fiir0 #x € Fgiltx € P <= 271 ¢ O.
3. P ist ein Hauptideal.

4. Falls P = tO gilt, dann hat jedes Element 0 # z € F eine eindeutige
Darstellung der Form z = t"u fiir n € Z,u € O*.

Die Bewertungsringe des rationalen Funktionenkorpers k(x) werden definiert durch
Opay :={g/h | g, h € k[z], h # 0, p(x) #| h} fiir ein Primpolynom p € k[z]
und
O :={g/h | g,h € klz], h # 0, deg(g) < deg(h)}.

Der Oberring 0p o := Ox|p] mit p ganz iiber O, heifit unendliche Gleichungs-
ordnung.
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2.2 Stellen

Die folgende Definition ist grundlegend bei der Entwicklung der Theorie der al-
gebraischen Funktionenkorper:

2.7. Definition. 1. Eine Stelle P des Funktionenkorpers F/k ist das maxi-
male Ideal eines Bewertungsringes O von F'/k. Jedes Element ¢t € P, so daf
P =10, heif}t ein Primelement fiir P.

2. PI(F/k) :={P | P ist eine Stelle von F/k}.
3. Op heiflt der Bewertungsring der Stelle P.

Eine Beschreibung der Stellen eines Funktionenkorpers auf einer bewertungstheo-
retischen Grundlage ist von praktischem Wert. Zu jeder Stelle P € PI(F/k) de-
finiert man eine Abbildung

’Up:F—)ZUOO.

wie folgt: Jedes Element 0 # x € F' hat eine eindeutige Darstellung z = t"u mit
u € Op* und n € Z. Man definiert vp (2) :=n und vp(0) := oco.

Mit der definierten Bewertung erhalten wir die entsprechenden Bewertungsringe,
bzw. Einheitengruppen und maximalen Ideale eines Funktionenkorpers F'/k:

Op ={z € F | vp(z) > 0},

Op* ={z € F|vp(zx) =0},

P={z¢€F|vp(x)>0}.
2.8. Definition. Es sei P € PI(F/k).
1. Fp := Op/P heifit Restklassenkorper von P.
2. deg P := [Fp : k| heifit Grad von P.

Die Stellen eines Funktionenkorpers F'/k entsprechen den irreduziblen Polynomen
in k(z). Falls der Konstantenkorper k£ unendlich ist, dann existieren unendlich
viele Stellen vom Grad eins . Wenn k£ endlich ist, dann existieren unendlich viele
irreduzible Polynome iiber k. Dies wird nach einer bekannten Schlufiweise, die auf
Euklid zuriickgeht, gezeigt: Gdbe es n < oo irreduzible Polynome iiber £k, dann
wire f, = f1--- f, + 1 ein Polynom vom Grad d > 1, so da8 f; ff,. Dann enthélt
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fr einen weitereren irreduziblen Faktor, im Widerspruch zur Annahme. Damit
haben wir gezeigt, dafl jeder Funktionenkérper unendlich viele Stellen hat.

Die Mobius p-Funktion (1.14.) und der darauf basierende Satz 1.15. erhalten eine
andere Interpretation: Es handelt sich um Aussagen iiber die Anzahl der Stellen
von einem vorgegebenen Grad.

Die folgenden Definitionen und Sétze sind grundlegend, wenn man Erweiterungen
eines Funktionenkorpers in Betracht zieht. Ein algebraischer Funktionenkorper
kann immer als algebraische Erweiterung eines rationalen Funktionenkorpers be-
trachtet werden.

Es sei F' ein Funktionenkoérper iiber einem Konstantenkorper £ und F” ein Funk-
tionenkorper iiber einem Konstantenkorper k' so dafl F/ O F eine algebraische
Erweiterung ist und &' O k. Dann heif8t F'/k" algebraische Erweiterung von F'/k.
Ist k" D k eine algebraische Erweiterung, so heifit das Kompositum F' = Fk'
Konstantenkorpererweiterung von F'/k.

2.9. Definition. Es sei F'/k' eine algebraische Erweiterung von F/k und sei
P e PI(F/k)und ) € PI(F'/k') mit P C (). Dann sagt man, daf () iiber P liegt
(in Zeichen: @ | P)

1. Die Zahl e := ¢(Q | P) € N mit
vo(r) =e-vp(x) VeeF

heifit Verzweigungsindex von @ iiber P. @ | P heifit verzweigt, falls e(Q |
P) > 1 und unverzweigt, falls e(Q | P) = 1.

2. f(Q|P):=[F'¢: Fp] heifit Trigheitsgrad von () iiber P.

Der Verzweigungsindex ist immer eine endliche Zahl. Der Trégheitsgrad kann
endlich oder unendlich sein, in Abhéngigkeit vom Grad der Korpererweiterung
[F': F].

2.10. Definition. Es sei F'/k" eine algebraische Erweiterung von F/k und sei
P € PI(F/k) und Q € PI(F'/K'). Die Conorm Cong p(P) von P (beziiglich
F'/F) wird definiert durch

Conpyp(P) ==Y e(QIP)-Q,

QP

wobei die Summe sich iiber alle @) € PI(F'/k'), die iiber P liegen, erstreckt.
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2.11. Satz. Es seien F'/k' eine endliche Erweiterung von F/k, P € PI(F/k)
und Py,..., P, alle Stellen von F'/k', die iber P liegen. Es sei e; := e(P; | P)
der Verzweigungsinder und f; := f(P; | P) der Traigheitsgrad von P; | P. Dann
gilt

m

Zeifi: [F,F]

=1

Um das Verzweigungsverhalten der Primdivisoren eines algebraischen Funktio-
nenkorpers zu untersuchen, betrachten wir sie als Ideale.

2.12. Lemma. FEs sei k ein vollkommener Kiorper und klz][y] der Polynomring
in zwei Unbekannten dber k und ein irreduzibles Polynom

flz,y) = ag(2)y" + ay(2)y" '+ -+ an_1(2)y + an(z) € K[z][y]

dann gibt es Polynome b(x,y), c(x,y) und d(x) # 0 aus k[z][y] so daff

b(.’L‘,y) ’ f(x,y) + c(x,y) ’ fy(x,y) = d(.’L‘)
wobei f,(x,y) die formale Ableitung nach y ist.

Wenn b(z,y), c(z,y) und d(z) keinen gemeinsamen Teiler g(x) haben, dann ist
d(x) eindeutig bis auf einem konstanten Faktor aus k bestimmt. In diesem Fall
heifit d(x) die Gleichungsdiskriminante von f(x,y). Die Nullstellen von d(x) er-
zeugen Ideale, die verzweigt sein konnen. Man muf} dariiber hinaus das Verhalten
von d(z) untersuchen, wenn x einen unendlichen Wert annimmt.



Kapitel 3

Divisoren

3.1 Die Divisorengruppe

In diesem Abschnitt betrachten wir die Menge der Stellen in einem algebraischen
Funktionenkorper F'/k. Wir wollen diese Menge mit einer Struktur versehen, die
grundlegend fiir Untersuchungen im Korper F/k ist. Eine frei erzeugte abelsche
Gruppe ist eine von einer gegebenen Menge, als Basis bezeichnet, erzeugte abel-
sche Gruppe, in der, aufler der sich aus den Gruppenaxiomen ergebenden FKi-
genschaften, keine weiteren nicht-trivialen Relationen zwischen ihren Elementen
existieren. Die Elemente D einer so konstruierten Gruppe sind formale Summen
von Elementen der Basis mit Koeffizienten aus Z.

D:an:r

Um die Gruppenoperation in der Gruppe G durchfithren zu konnen, muf} fiir die
Elemente dieser Gruppe gelten: Nur endlich viele der Koeffizienten sind verschie-
den von Null.

3.1. Definition. Es sei PI(F/k) die Menge aller Stellen von F/k. Ein Divisor
D von F/k ist ein Element aus der von den Elementen aus PI(F/k) (additiv
geschrieben) frei erzeugten abelschen Gruppe D(F/k). Die Stellen selbst werden
als Primdivisoren bezeichnet. Die Menge P(F/k) ist die Menge der Primdivisoren
P von F/k.

Die Mengen PI(F/k) und P(F/k) sind per Definition gleich. Ein Divisor D von
F/k ist also eine formale lineare Kombination von Primdivisoren P € P(F/k)
mit ganzen Koeffizienten

D= ) npP

PeP(F/k)

19
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wobei nur endlich viele np verschieden von Null sind. Wir reden kiinftig nur von
Primdivisoren.

3.2. Definition. Der Triger des Divisors D ist die Menge supp(D) der Primdi-
visoren, die Koeffizienten verschieden von Null haben.

Die Gruppenoperation in D(F'/k) wird koeffizientenweise durchgefiihrt. Das heifit,
wenn D =3 "p oo pynpPund D* =3 p . np P zwei Elemente aus D(F/k)
sind, dann ist

D+ D* = > (np 4 nb)P.

Pesupp(D)Usupp(D*)

Das neutrale Element in der Divisorengruppe D(F/k) ist der Divisor Dy, dessen
Koeffizienten alle gleich Null sind. Die Divisorengruppe hat eine weitere Struk-
tur: Es seien D, D' € D(F/k). Man kann diese zwei Divisoren koeflizientenweise
vergleichen. Es ist A < B genau dann, wenn np < n'p fiir alle P € P(F/k).

3.3. Definition. D € D(F/k) heifit positiv, wenn alle Koeffizienten grofier oder
gleich 0 sind. Es seien A, D; € D(F/k),i € I. Die Divisoren D; mit der Eigenschaft
A < D; heiflen Vielfache von A.

Ein Divisor ist also positiv, wenn D grofler oder gleich als das neutrale Element
Dy in DivF/k ist.

Die bewertungstheoretische Betrachtungsweise der Divisorengruppe hat zur Folge,
daf} die Koeffizienten der Elemente D € D(F/k) entsprechend dargestellt werden:

3.4. Definition. Fir ¢ € P(F/k) und D = > p . (p)nel definiert man
V@ (D) =ng.

Im Umgang mit der Arithmetik der Divisorengruppe in einem Funktionenkorper
muf} dies beriicksichtigt werden.

3.5. Beispiel. Wir betrachten die Divisoren D; = 2P, — 3P, — P; — 5P, und
D2:3P1—|—8P3+5P5 Dann ist D1+D2:2P1—3P2—P3—5P4

3.6. Definition. Der Grad eines Divisors ist eine Abbildung deg : D(F/k) — Z
definiert durch deg D := ZPESupp(D) vp - deg P.

Aus der Definition der Gruppenoperation in D(F/k) folgt, dal deg ein Homo-
morphismus ist. Um wichtige Strukturen in der Divisorengruppe zu untersuchen,
betrachten wir Teilmengen von D(F/k). Da fiir ein Element a € F/k die diskrete
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Bewertung vg(a) # 0 ist, fiir nur endlich viele Primdivisoren (), kann man einen
kanonischen Homomorphismus der Multiplikationsgruppe von F'/k in D(F/k) de-
finieren:

Jedem Element aus F/k ist eindeutig ein Element aus D(F/k) zugeordnet. Die
Einheiten aus F'/k werden auf den Nulldivisor Dy abgebildet.

3.7. Definition. Es sei 0 # a € F//k und N (bzw. M) die Menge der Nullstellen
(bzw. Polstellen) von a in PI(F/k). Dann definieren wir

(a)o := Z vp(a)P

pPeZz

(a)p heiBit der Nullstellendivisor von a. und

(@)oo = ) (—vp(a))P.

pPeM

(@)oo heiBt der Polstellendivisor von a Der Divisor (a) := (a)p — (@) heift Haupt-
divisor von a. H(F/k) := {(a)|0 # a € F/k} ist die Menge aller Hauptdivisoren.

Aus dem Homomorphismus (ay) = (a)+(y),0 # a,y € F/k folgt, daB H(F/k) ei-
ne Untergruppe von D(F/k) ist. Wir definieren eine Aquivalenzrelation in D(F/k):

3.8. Definition. Zwei Divisoren D, D’ € D(F/k) sind dquivalent
(in Zeichen: D ~ D') wenn D = D' + (a),a € F\{0}. Einem D € D(F/k) wird
die Divisorenklasse [D] zugeordnet.

Dies bedeutet insbesondere:D — D' = (a). D— D =0 € H(F/k) bedeutet D ~ D
und fir D = D" + (a) und D' = D" + (') gilt D — D' = (a) — (a’). D.h. wenn
D ~ D" und D' ~ D" gilt, dann gilt D ~ D’. Damit bestétigt man, daf} es sich
um eine Aquivalenzrelation handelt.

3.9. Definition. Die Faktorgruppe CI(F/k) := D(F/k)/H(F/k) heifit Diviso-
renklassengruppe. Thre Elemente sind die Divisorenklassen.

Es gibt eine Klasse, die den Nulldivisor enthélt und deswegen ist die Untergruppe
H(F/k) C D(F/k) selbst eine Klasse: Die Hauptdivisorenklasse. deg D ist ein
Homomorphismus und infolgedessen gilt fiir die Elemente einer Divisorenklasse
(D], daBl degD = degD' + deg(a) = degD' wobei D' ein beliebiger Klassenver-
treter ist. Alle Divisoren derselben Divisorenklasse haben den selben Grad. Man
kann also vom Grad deg D einer Divisorenklasse [D] sprechen. Hier ist D ein
Klassenvertreter aus [D].
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3.10. Definition. Die Menge D"(F/k) ist die Menge der Divisoren vom Grad n
von F/k.

Die Menge D="(F/k) ist die Menge der Divisoren vom Grad kleiner gleich n von
F/k.

Die Menge CI"(F/k) ist die Menge der Divisorenklassen vom Grad n von F/k.
Die Anzahl der Elemente h(F/k) von CI°(F/k) wird als die Klassenzahl von F/k
bezeichnet.

Es folgt eine wichtige Aussage iiber die Kardinalitit einiger dieser Mengen im
Fall, dal F'//k ein Funktionenkorper tiber einem endlichen Konstantenkorper ist.

3.11. Satz. Es sei F/k ein Funktionenkérper diber einem endlichen Konstan-
tenkorper. Zu einer beliebigen Zahl 0 < n € Z gilt:

(1) |D<"(F/k)| ist eine endliche Zahl.

(ii) h(F/k) ist eine endliche Zahl.

Beweis. Siehe [81] ,V.1.3. Die positiven Divisoren einer Divisorenklasse [D] €
Cl(F/k) sind von besonderer Bedeutung. Sie bilden einen Teilbereich dieser Divi-
sorenklasse. Wenn D ein beliebiger positiver Divisor der Divisorenklasse [D] ist,
(a) das zugeordnete Element der Hauptdivisorenklasse und D' ein Klassenvertre-
ter, dann ist D = D' + (a) ein positiver Divisor und es gilt:

(a)=D—-D'

Der Divisor D ist also genau dann positiv, wenn der zugeordnete Hauptdivisor
(a) ein positiver Divisor mit —D' < (a) ist. Die Elemente a € F/k, deren zuge-
ordnete Hauptdivisoren eine solche Ungleichung erfiillen, sind von herausragender
Bedeutung in der Theorie der algebraischen Funktionenkorper.

3.12. Definition. Es sei D € D(F/k). Wir definieren den Riemann-Roch-Raum
L(D) des Divisors D

L(D) :={a € F/k| =D < (a)} U {0}

Wenn es einen positiven Divisor D’ und einen Divisor D mit D' = D + (a) gibt,
folgt, dafl (a) positiv ist und da§ £(D) nicht nur aus der Nullfunktion besteht.

3.13. Lemma. (i) L(D) ist ein k-Vektorraum
(ii) Aquivalente Divisoren haben isomorphe Riemann-Roch-Riume
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3.14. Definition. Es sei D € D(F/k). Die Dimension dim D eines Divisors wird

definiert als die Dimension des k-Vektorraumes £(D).

3.15. Proposition. Fir einen beliebigen Divisor D € D(F/k) gilt:
dimD < degD +1

Die folgende Definition spielt eine zentrale Rolle in der Theorie der algebraischen
Funktionenkorper. Es handelt sich um die wichtigste Invariante eines Funktio-
nenkdorpers.

3.16. Definition. Das Geschlecht g eines algebraischen Funktionenkorpers wird
definiert als

g = max{deg A —dim A + 1|A € D(F/k)}

3.17. Satz. (Satz von Riemann) FEs sei F/k ein algebraischer Funktionenkdrper
vom Geschlecht g.
(1) Fiir jeden beliebigen Divisor A € D(F/k) gilt

dimA >degA+1—g.

(ii) Es existiert eine Zahl ¢ € Z, die von F'/k abhdngt, mit der Eigenschaft: Wenn
deg A > ¢ gilt, dann ist

dimA=degA+1—g.
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Kapitel 4

Der Satz von Riemann - Roch

4.1 Well-Differentiale

In der Menge L(D) := {a € F/k| — D < (a)} U {0} sind die Elemente a aus
dem Funktionenkorper F/k enthalten, dessen zugeordnete Hauptdivisoren (a)
Vielfache eines vorgegebenen Divisors sind. Roch zeigte, wann die im Satz von
Riemann formulierte Ungleichung in eine Gleichung iibergeht.

Unsere Definition der Adele orientiert sich an der in [81] angegebenen.

4.1. Definition. Ein Adele von F/k ist eine Abbildung « : PI(F/k) — F, defi-
niert durch

P ap

so daB ap € Op fiir fast alle P € PI(F/k) Ein Adele ist ein Element des direkten
Produkts [[pepyp/p) £

Die Menge
Ap = {a|a ist ein Adele von F/k}

ist der Adele-Raum Ay von F/k.
Der Adele-Raum Ap(A) eines Divisors A wird definiert als:

Ap(A) :={a € Ap| —vp(A) < vp(a) fir fast alle P € P(F/k)} C Ap

4.2. Definition. Ein Weil-Differential von F/k is eine k-lineare Abbildung w :
Ap(A) — k, die auf der Menge Ap(A) + F fiir jeden Divisor A € D(F/k) ver-
schwindet. Die Menge

Qp = {w|w ist ein Weil-Differential von F/k}

25
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ist das Modul der Weil-Differentiale Q2 von F/k. Fiir A € D(F/k) definiert man
das Modul der Weil-Differentiale Qp(A) von A

Qp(A) = {w € Qp|w verschwindet auf Ap(A) + F'}
4.3. Definition. Es sei x € F//k und w € Qp. Wir definieren zw : Ap — k durch
(2w) (@) == w(za).

Aus dieser Definition folgt, dafl Qg ein F-Vektorraum ist. Man zeigt, dafl Qp
ein eindimensionaler Vektorraum iiber F' ist. Um eine Verbindung zwischen den
Weil-Differentialen w # 0 und der Divisorengruppe herzustellen, betrachten wir
(fiir festes w) die Menge

M(w) :={A € D(F/k)|w verschwindet auf Ap(A) + F'}

4.4. Lemma. Es sei 0 # w € Qp. Dann ezistiert ein eindeutig bestimmter Divi-

sor W € M(w), so dafs A < W fir alle A € M(w).

4.5. Definition. Der Divisor (w) eines Weil-Differentials w # 0 ist der eindeutig
bestimmte Divisor von F'/k mit folgenden Eigenschaften:

1. w verschwindet auf Ap((w)) + F.
2. Wenn w auf Ap(A) + F verschwindet, dann gilt A < (w).
Ein Divisor W = (w) heifit kanonischer Divisor von F'/k

4.6. Proposition. (i)Fir0+# x € F und 0 # w € Qp gilt:(2w) = (z) + (w)
(ii)Je zwei kanonische Divisoren von F/k sind dquivalent.

Aus dieser Aussage folgt, daf die kanonischen Divisoren von F'/k eine Divisoren-
klasse [W] bilden. Diese Divisorenklasse ist natiirlich in CI(F/k) enthalten und
wird als kanonische Divisorenklasse bezeichnet.

4.2 Der Satz von Riemann - Roch

4.7. Satz. Fs sei A ein beliebiger Divisor und W = (w) ein kanonischer Divisor
von F/k. Dann gilt:

LW — A) 2 Qp(A)

Der k-Isomorphismus wird durch die Abbildung p : x — zw definiert. Der folgende
Satz ist der wichtigste Satz in der Theorie der algebraischen Funktionenkorper:
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4.8. Satz. Es sei W ein kanonischer Divisor von F/k. Fir alle Divisoren A €
D(F/k) gilt

dimA =degA+1— g+ dim(W — A).

Mit Hilfe des Satzes von Riemann-Roch kénnen sowohl das Geschlecht als auch die
kanonischen Divisoren bzw. die kanonische Divisorenklasse charakterisiert werden.
Wichtige Groflen eines kanonischen Divisors werden ebenfalls mit Hilfe dieses
Satzes charakterisiert.

4.9. Korollar. Es sei W ein kanonischer Divisor. Es gilt
degW =2g — 2 und dimW = g.
4.10. Satz. Es sei A € D(F/k) mit deg A > 2g — 1. Dann gilt
dimA =degA+1—g.

4.11. Satz. Ein Divisor B ist kanonisch genau dann, wenn deg B = 2g — 2 und
dimB > g

In der Weierstrafischen Theorie der algebraischen Funktionen wird auf die beson-
dere Rolle hingewiesen, die Elemente x € F/k, die nur eine Polstelle haben, bei
Aussagen iiber wichtige Eigenschaften des Korpers spielen.

4.12. Satz. FEs sei P ein Primdivisor von F/k. Zu jedem n > 2g existiert ein
Element x € F' mit dem Poldivisor (z)s = nP

4.13. Definition. Es sei P ein Primdivisor von F'/k. Eine ganze Zahl n heifit
Polzahl von P genau dann wenn es ein Element x € F/k gibt, mit (2)y =
nP. Wenn es kein solches Element aus F/k gibt, dann bezeichnet man n als
Liickenzahl.

4.14. Satz. (Lickensatz von Weierstraf$) Es sei F/k ein algebraischer Funktio-
nenkdrper vom Geschlecht g > 0 und P ein Primdivisor von F/k. Dann gibt es
genau g Liickenzahlen i,... i, von P. Wir haben:

iv=1und iz <2g—1

Diesem Satz kann man eine neue Definition des Geschlechts g eines algebraischen
Funktionenkorpers entnehmen.

Eine bemerkenswerte Anwendung des Satzes von Riemann-Roch ist die folgen-
de: Den kleinsten Erweiterungsgrad iiber dem rationalen Funktionenkorper ei-
nes algebraischen Funktionenkorpers F'//k vom vorgegebenen Geschlecht g zu be-
stimmen. Dies entspricht der klassischen Fragestellung der Funktionentheorie: die
kleinste Anzahl der Blédtter der einer Funktion entsprechenden Riemannschen
Fldche zu bestimmen.
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4.3 Das Geschlecht eines algebraischen Funktio-
nenkorpers

Es gibt verschiedene Arten, das Geschlecht eines algebraischen Funktionenkopers
zu definieren. Dies steht im Zusammenhang mit der zu Grunde liegenden Theo-
rie: Algebraische Topologie, Algebraische Geometrie, Funktionentheorie oder -wie
in unserem Fall- die Theorie der algebraischen Funktionenkorper. Die verschie-
dene Begriffsbildungen lassen sich unter bestimmten Voraussetzungen von einem
Gebiet auf das andere iibertragen. Im vorigen Abschnitt wurde der Begriff des
Geschlechtes ¢ eines Funktionenkorpers F'/k durch den Satz von Riemann-Roch
charakterisiert. In der Praxis benotigt man Abschétzungen, die leicht zu ermitteln
sind.

4.15. Proposition. (Riemanns Ungleichung) Es sei F' = k(x,y). Dann gilt die
folgende Abschitzung fir das Geschlecht g des algebraischen Funktionenkdorpers

g < ([F:k(x)] = 1) - ([F < k(y)] = 1).
Die folgende Abschitzung wird der algebraische Geometrie entnommen:

4.16. Proposition. FEs sei F' = k(x,y) ein algebraischer Funktionenkdper iber
k und die irreduzible Gleichung in y iber k(z) habe die folgende Gestalt:

fla,y) =y" + file)y" 4+ ful2) =0, filw) € kla], degof; < j, 1< j <n.
Dann gilt:
(n—1)(n—2)

2

Bei dieser haufig angewandten Abschitzung ist man daran interessiert, feststellen
zu konnen, wann Gleichheit besteht. Dies ist der Fall, wenn die entsprechende
Kurve nicht-singulér ist.

g <

Der Satz von Riemann-Hurwitz gibt Auskunft {iber das Geschlecht g einer Korperer-
weiterung. Es sei P € D(F/k) ein Primdivisor.

4.17. Satz. (Riemann—Hurwitz-Geschlechtsbestimmungsformel) Es sei F[k ein
algebraischer Funktionenkdrper vom Geschlecht g, F'/F eine endliche separable

Erweiterung von F/k, k' der Konstantenkérper von F' und ¢' das Geschlecht von
F'/K'. Mit P € PF/k ein Primdivisor. Dann gilt:

2 -2z e -0+ PICLES
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Das Gleichheitszeichen gilt genau dann wenn entweder
(i) x(k) = 0; oder
(11) x(k) = p und p teilt kein Verzweigungsindez e fir alle Primdivisoren von F.

Beweis. Siehe [74] ,5.9

4.18. Beispiel. Essei k ein Korper mit x (k) # 7. Der Funktionenkorper definiert
durch die Gleichung y? + 23y + x ist unter dem Namen Kleins Quartik bekannt.
Die Diskriminante ist D(z) = 4z°+27z%. Die moglichen Verzweigungspunkte sind
dann x =0, 1 = oo und die Losungen der Gleichung 7 = —27/4. Da x(k) # 7
ist der Funktionenkdrper nicht rational. Uber den Primdivisor P = x —0 liegt ein
Primdivisor mit Verzweigungsindex e = 3. Uber jeder der siebten Wurzeln von
—27/4 liegen zwei Primdivisoren: einen davon mit e = 2 und der andere mit e = 1.
Durch eine Substitution z = 1/ kénnte man den Primdivisor P, der x = oo
entspricht, untersuchen. Aus der Riemann-Hurwitz-Formel ersieht man, daf} die
Summe der Zahlen e(P) — 1 fiir die Primdivisoren iiber P,, eine gerade Zahl sein
muf. Also es liegen iiber P,, zwei Primdivisoren mit Verzweigungsindex 2 und 1.
Wenn man in Betracht zieht, dafi ein algebraischer Funktionenkorper eine Erwei-
terung eines rationalen Funktionenkorpers, also eines Korpers vom Geschlecht 0,
ist, erhalten wir:

29 —2=-2%3+2+2+T7*1+1=4,

und damit ist g = 3.
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Kapitel 5

Klassen von algebraischen
Funktionenkorpern

Wir haben bisher Eigenschaften der Struktur eines algebraischen Funktionenkorpers
betrachtet. In diesem Abschnitt stellen wir zunéichst Definitionen und Ergeb-
nise vor, die strukturerhaltende Abbildungen von Funktionenkorpern betreffen.
Dies hiangt mit folgender Fragestellung zusammen: Die Kérpererweiterungen eines
Korpers k, die iiber £ den Transzendenzgrad 1 besitzen und durch eine endliche
Anzahl von Elementen erzeugt werden, sind in Klassen einzuteilen, um dann Klas-
senvertreter mit einer moglichst einfachen definierenden Gleichung zu ermitteln.

5.1 Funktionenkdérperhomomorphismen

Wir betrachten zwei Funktionenkorper F7 und F5 iiber k. Ein Funktionenkoérper-
homomorphismus ¢ : F; — F; heifit Einbettung von F} in F5, iiber k, wenn
¢(a) = aVa € k. ¢ ist injektiv und definiert einen Isomorphismus von Fj auf
einen Teilkorper ¢(F;) C Fy. Eine surjektive Einbettung von F) in F, iiber k ist
ein k-Isomorphismus.

Die k(x)-Isomorphie von zwei Funktionenkorpern iiber k setzt die Isomorphie
voraus; es gibt aber auch nicht-k(x)-isomorphe Funktionenkérper die jedoch k-
isomorph sind, wie das folgende Beispiel zeigt:

5.1. Beispiel. Es sei k ein beliebiger Korper, k(77)/k eine einfache transzendente
Erweiterung iiber k. Wir betrachten die irreduziblen Polynome f,(T,y) = y*>—T
und fo(T,y) = y*> — T aus k[T, y]. Dann betrachten wir den Funktionenkérper
Fy = k(T, p) mit p € k(T) so daB f1(T, p) = 0. Andererseits betrachten wir Fy =
k(T, &), definiert durch fy(t,€) = 0. Aus p* = T bzw. £ =T folgt Fy, = k(p) bzw.
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Fy, = k(&), also Fy = k(T') und F, = k(T) und infolgedessen F; 2 Fy. Dennoch
sind F} und Fy nicht k(T')-isomorph da [F} : k(T)] =2 und [Fy : k(T)] = 3.

Betrachtet man zwei k(x)-isomorphe Funktionenkérper F' = k(z,p) und F' =
k(z,€) so nennt man den Ubergang von den erzeugenden Elementen z, p zu den
erzeugenden Elementen z, ¢ eine birationale Transformation.

5.2. Definition. Es k ein Kérper und seien F' = k(z, p) und F' = k(z,§) zwei
k(x)-isomorphe Funktionenkorper iiber k. Eine Abbildung ® : F' — F’, definiert
durch

O (z,p) = (2,6)

rational iiber ' und so, daf eine Abbildung ® ! : I’ — F existiert, mit ® 1o® =
Id

heifit birationale Transformation. Eine birationale Transformation ist ein k(x)-
[somorphismus. Birationale Transformationen konstruiert man durch die Wahl
eines separierendes Elementes des Funktionenkorpers F' und die Bestimmung ei-
nes algebraischen Elementes, das Wurzel einer Gleichung vom Grad n = [F : k(z)]
ist. Dies geschieht in endlich vielen Schritten wie es den Ausfiihrungen von 1.3.
zu entnehmen ist.

5.3. Beispiel. 1. Wir betrachten den algebraischen Funktionenkorper F' =
k(z,u), definiert durch die Gleichung u” = (sz). Es handelt sich um Kleins
Quartik. Wir fiihren zuniichst die Transformation z = —y?z bzw. y = u
durch, damit erhalten wir:—y%z® = (1 + y2x)y”. Durch Multiplikation mit
yiﬁ erhalten wir: y* 4+ 3°z +y = 0. Dies ist eine Gleichung im zu F = k(z, u)
k(z)-isomorphen Funktionenkdrper F' = k(z,y). Ein Vorteil der ersten Dar-
stellung des Funktionenkorpers ist, dal man leicht feststellen kann, dafl
wenn der Korper £ der Charakteristik 7 ist, ein bestimmtes Verzweigungs-

verhalten auftritt.

2. Der Funktionenkorper F' = Fs|x, p] vom Geschlecht 3, erzeugt durch die
irreduzible, in y separable Gleichung y% + y* + (22° + x + 1)y® + y? + (23 +
2z + 1)y + 5+ z* + 22, ist k-isomorph zum Funktionenkdrper F' = F3[z, ],
erzeugt durch y® + y + 2% + 2% + 22, Die Transformation wird durch die
Wahl der unabhéngigen Variable x — y € F' definiert. Der Homomorphis-
mus F3[z,y] — FF3[z, p] und Rechnungen in der endlichen Ordnung oy :=
k[x, p] beanspruchen etwa zehn mal mehr Rechenzeit als die entsprechenden
Fs[x, y] — Fs[z, €] und o := k[x, .
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Bei einer birationalen Transformation wird immer von der, den Funktionenkorper
definierenden, Gleichung f(x,y) Gebrauch gemacht. Um die Rolle der Korperau-
tomorphismen bei einer birationalen Tranformation zu veranschaulichen, fiihren
wir ein aus [41] entnommenen Beispiel an:

5.4. Beispiel. Wir wihlen z = 2% und ' = y. Es sei f(z,y) = fi(2%y) +
z fo(2?,y). Dann ist

r=—filzy) (), y=1y

Wie man sieht, gilt dies nicht, wenn der Funktionenkorper den Automorphismus
x — —x, y — y gestattet, denn in diesem Fall ist fy = 0, also ist x kein Element
aus dem Funktionenkdrper.

5.2 Normalgleichungen und Modulrdume

In diesem Abschnitt widmen wir uns der Klassifizierung von algebraischen Funk-
tionenkorpern.

Eine grobe Formulierung definiert einen Modulraum als eine algebraische Va-
rietit, deren Punkte eindeutig der Menge der Isomorphieklassen von algebraisch-
geometrischen Objekten zugeordnet werden. In unserem Fall handelt es sich um
Isomorphieklassen von Funktionenkorpern. Die Formalisierung dieser Ideen fiihrt
in der Literatur zum Begriff eines darstellbaren Funktors. Wir werden jedoch die-
sen Begriff aus der kategoriellen Algebra nicht verwenden. Fiir eine entsprechende
Darstellung verweisen wir auf [56, 30]. Wir folgen bei unserer Darstellung Ideen
von Hensel/Landsberg [33] und Deuring [12]. Mit Riemann [64] wird allen k-
isomorphen Funktionenkorpern vom Geschlecht g iiber k eine Klasse zugeordnet
und man charakterisiert diese Klasse durch eine der in ihr enthaltenen definieren-
den Gleichungen.

Héufig untersucht man die Eigenschaften des durch eine gegebene Gleichung
bestimmten Funktionenkorpers. Wir gehen hier den umgekehrten Weg: einen
Korper,von dem das Geschlecht und eventuell auch eine spezielle Eigenschaft
gegeben ist, durch eine Gleichung zu konstruieren. Dieser Ansatz ist nicht nur in
theoretischer Hinsicht, sondern auch hinsichtlich praktischer Anwendungen von
Bedeutung.

Im folgenden ist k ein algebraisch abgeschlossener Korper

Zunichst stellen wir einige Uberlegungen iiber die Anzahl der Koeffizienten einer
definierenden Gleichung fiir einen Funktionenkérper F/k vor:
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5.5. Definition. Es sei k[z,y| ein Polynomring in zwei Verénderlichen iiber k.
Der maximale Grad eines bivariaten Polynoms f € k[z,y| ist die ganze Zahl
degmazx f := max{deg,, deg, }

5.6. Definition. Es sei k[z,y| ein Polynomring in zwei Verdnderlichen iiber k.
Wir definieren das allgemeine Polynom f vom maximalen Grad n: Es sei f €
k[x,y] der Form:

flay) = 'y

i=0 j=0
also
f(z,y) = ago + a10r + any + axn®® + ayry + agy’ 4o +
Anox™ + a(nf1)1l‘n_ly T + al(nfl)xyn_l + apny"

Die Kurve definiert durch f(z,y) = 0 heifit vom Grad n.

5.7. Bemerkung. Die Anzahl der Koeffizienten N ist 1(n+1)(n+2). Wenn man

das Polynom normiert, erhilt man N = £(n + 1)(n +2) — 1 = sn(n + 3). Diese
(n—1)(n—2)

Zahl kann auch in der Form 3n + ¢ — 1 mit g = 5

geschrieben werden.

5.8. Bemerkung. Wenn man v-mal spezialisiert (z;,vy;) — f(z;,v:),1 < v,
erhilt man v Gleichungen:

f(331,y1) :07 7f(xllayu)20-

Mit ihrer Hilfe 148t sich eine Anzahl von Koeffizienten a;; durch die iibrigen linear
und homogen darstellen. Dies ist die algebraische Formulierung der geometrischen
Gleichungstransformation, die man durchfiihrt, wenn man Punkte auf einer Kurve
kennt, bzw. die Bedingung, dafl die Kurve durch bestimmte Punkte geht -mit den
entsprechenden Einschrédnkungen- stellt.

Wir betrachten -nach Deuring [12]- folgende Menge:

5.9. Definition. Es sei f € k[x,y].

n n
Vng = {a/i,j € k|0 = f(.T, y) = a/zaszy]}
=0 j=0

ist die Menge, in der die Kurven n-ten Grades vom Geschlecht g mit nur gewohn-
lichen Knotenpunkten als einzigen Singularitéiten, enthalten sind.
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Vg ist eine irreduzible Varietét. Die Dimension dieser Varietét ist 3n+¢—1 unter
Beriicksichtigung der Gleichung g = W In der Literatur spricht man von
Severi-Varietidten im Zusammenhang mit dem Hilbert—Schema von Kurven vom
Grad n. In [4] wird die Geometrie der Severi-Varietéten diskutiert. Es werden
Kurven von gegebenem Grad und Geschlecht parametrisiert und eine rekursi-
ve Formel fiir die Anzahl der Kurven in P?(C) von vorgegebenem Grad mit d
gewOhnlichen Knotenpunkten und die durch eine bestimmte Anzahl von Punkten
gehen angegeben.

Wir betrachten die Menge aller Funktionenkérper iiber £ vom Geschlecht ¢ iiber
k und definieren eine Aquivalenzrelation: Zwei Funktionenkérper iiber k vom
Geschlecht ¢ iiber k sind dquivalent genau dann, wenn sie k-isomorph sind.

5.10. Definition. Die affine Varietit M (k) wird durch eine injektive Abbil-
dung von M (k) in die Menge der Klassen von k-isomorphen Funktionenkérpern
iiber £ vom Geschlecht g iiber k£ definiert. My(k) heifit Modulvarietdt der Funk-
tionenkorper vom Geschlecht ¢ iiber k. Die Koordinaten m eines Punktes aus
M, (k) heiBen Moduln.

Wir wollen den Zusammenhang zwischen den Varietéten V,, und M,(k) nach
Deuring [12] formalisieren. Dies geschieht unter Verwendung des Begriffes der
algebraischen Korrespondenz, auf den wir ansonsten nicht eingehen werden. Fiir
den Begriff der algebraischen Korrespondenz verweisen auf [15] oder [91]. Wir
geben die im letzten Werk enthaltenen Definition wieder :

5.11. Definition. Es seien V; und V4 zwei affine Varietiten iiber £ von Dimen-
sion m bzw. n. Eine affine Varietit K iiber k, definiert als

R(V1,Va) = {(v1,v2)|v1 € V1,03 € Va}

heifit algebraische Korrespondenz, wenn sie durch ein System von homogenen
Gleichungen (homogen sowohl in den v; als in den vy)

fi(vl,OJ s JUl,mJ 02,07 s JUZ,n) =0
definiert wird.

Von den Punkten vy wird gesagt, dal sie den Punkten v; in der Korrespondenz
zugeordnet sind. Siehe [91]

5.12. Definition. Es sei R(V,,, M,(k)) eine algebraische Korrespondenz, die
jeder nicht-singuléiren Kurve C' € V,, einen Punkt P(C) € M,(k) eindeutig
zuordnet, so daf§ zwei nicht-singulidre Kurven C; und C5 genau dann k-isomorph
sind, wenn P(C;) = P(C,) ist. Die Gleichungen dieser Korrespondenz haben
Koeffizienten in k. Dem durch die Kurve C' definierten Funktionenkorper F/k
wird durch P(F/k) = P(C) ein Punkt P(F/k) € M,(k) zugeordnet.
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Es sei M, (k) eine Modulvarietédt und F'/k ein Funktionenkérper. Die Koordinaten
m eines Punktes P(F/k) € My(k) heiflen Moduln von F/k.

5.13. Satz. Es sei F//k ein Klassenvertreter aus Mgy(k). F/k kann durch eine
Gleichung

voop
flz,y) = Z Z ai,jlviyj
i=0 j=0

definiert werden, deren Gleichungskoeffizienten a; j rationale Funktionen der Mo-
duln mit Koeffizienten aus k sind. f(x,y) heifst Normalgleichung fir F/k.

Fiir einen Beweis siehe [12]. Normalgleichungen heiflen auch kanonische Gleichun-
gen. Wir werden uns darauf beschrinken die Fille der Funktionenkorper vom
Geschlecht 0, 1, 2, 3 und 4 zu besprechen.

5.2.1 g=0

Es sei k ein Korper und F' = k(z,y) ein Funktionenkorper iiber £ vom Geschlecht
0 iiber k. D ist ein Divisor aus D(F/k). Wegen g = 0 und mit 3.15. gilt dim P > 1.
D.h. es existiert € F/k und x & k, so dal D = (). Dann ist deg (z)y =
deg ()00 = 1 und damit [F : k(x)] =1 also F = k(z).

Die Funktionen x und y lassen sich mit Hilfe einer Funktion ¢ € F' mit deg (t)o = 1
als rationale Funktionen von ¢ darstellen und es ist also:

.’IIZT(t), yzrl(t)
Analog fiir einen zweiten Funktionenkorper F' = k(z, u) vom Geschlecht g = 0:
z=R(7T), u=Ry(1),

wobei 7 ebenfalls eine Funktion mit deg (7)o = 1 des Korpers F' = k(z, u) ist. Da
t und 7 beide Funktionen mit deg (t)o, = deg (7)o = 1 sind, so mufl notwendig,
wenn beide Funktionenkorper k-isomorph sind

t= i:i? (b — By) #0

sein; umgekehrt konnen zwei rationale Funktionenkorper durch eine derartige
Substitution ineinander transformiert werden. Da hier drei Groflen, ndmlich die
Verhiltnise a : 8 : 7 : 6 willkiirlich bleiben, so folgt nicht nur, daf} zwei beliebige
Funktionenkorper vom Geschlecht Null in dieselbe Klasse fallen, sondern auch,
daf} die Zahl der Moduln gleich Null ist.

5.14. Satz. Jeder algebraische Funktionenkdorper vom Geschlecht Null hat un-
endlich viele Automorphismen, die von drei willkirlichen Parameter abhdngen.
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5.2.2 g=1

5.15. Definition. Ein algebraischer Funktionenkérper F/k (k ist der exakte
Konstantenkorper) heift elliptischer Funktionenkorper falls gilt:

(i) F/k hat das Geschlecht g =1

(ii) Es existiert ein Divisor A € D(F/k) mit deg A =1

5.16. Bemerkung. Wenn £ algebraisch abgeschlossen oder endlich ist, existiert
immer ein Divisor A € D(F/k) mit deg A = 1.

Fiir die Theorie der elliptischen Funktionenkorper bzw. elliptischen Kurven wird
auf [35], [76] und [74] hingewiesen. Wir betrachten die Varietdt V3 ;(k). Die
Dimension von V3 ist 9 . Das allgemeine Polynom f vom maximalen Grad
degmax f = 3 ist

f(z,y) = ago + a107 + any + axT’ + a1y + agy*+
azox’ + an Yy + arry’ + agy’

Mit Hilfe des Satzes von Riemann wird die Normalgleichung bestimmt.

Es sei k ein Korper und F/k ein Funktionenkorper iiber k& vom Geschlecht 1
iiber k. P ist ein Primdivisor aus D(F/k). Wegen g = 1 und mit 3.15. gilt
dim P > 1. Nach 3.13. ist dim P < 1 und damit ist dim P = 1. Nach 3.15.(ii)
ist dim P=(cP)=c fiir alle ¢ > 0. Es sei die Menge {1,z} eine Basis fiir £(2P).
Dann ist () = 2P, weil wenn (x)s = P wire, dann wire F rational. Es folgt:
[F: k(z)] = 2. Es sei {1,2,y} eine Basis fiir £(3P). Dann ist (y)s = 3P, und
damit y & k(z). Also F/k = k(z,y). Die sieben Elemente 1, z,y, 2%, xy, 23,y sind
in £(6P) enthalten. Da dim (6P) = 6, existiert eine nicht-triviale Relation

2 _ 3 2
Go2y” + a1y + agy = azpr” + ager” + @107 + agop

mit age # 0 wegen [F': k(z)] = 2. Die Relation wire sonst eine Gleichung ersten
Grades in y, also rational. Analog ist azy # 0. Im allgemeinen Polynom sind also
o3 = @12 = az; = 0. Nun multiplizieren wir die erhaltene Gleichung mit a3,a3y;
man erhalt

4 2 92 _ 3 3 3
AgoU3Y” + «*+ = Qppl3pT” + - -
Durch eine birationale Tranformation

42 .
U = Gyaa30Y Z = Qp20a30T
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ist F' = k(z,u) und man erhilt die Normalgleichung iiber k, die nicht-singulére
Weierstrass-Gleichung:

f(Z, U) = U2 + bnxu + b01u + b302'3 + b20b2 + bloz + Qoo
bzw.
f(Z, U,) = U2 + (bll.’lf + b01)U + b3023 + b20b2 + bloz + aopo

5.17. Bemerkung. Wenn y(k) # 2 oder x(k) # 3, kann die Normalform einfa-
chere Formen annehmen, auf die wir spéter eingehen.

5.18. Definition. Es sei F' = k(z,y) ein Funktionenkdrper, definiert durch die
Weierstrass-Normalgleichung iiber .

flz,y) = y? + anzy + agy + azr® + axr® + az + ag

Zu der Normalgleichung werden b, by, bg, bg, als rationale Funktionen der Aus-
gangskoeffizienten definiert:

b2 = a%l —+ 4@20

by = 2a19 + ar1a9;

be = ag1® + dago

bs = ay1?agy + 4axag — a11a01a10 + a2,0a012 — ayp?
cy = by’ — 24b, '
Cg — —b23 + 36b2b4 - 216b6

A = —by?bg — 8bs® — 27bg” 4 Ibybybg

J(F) =c’/A

J(F) heifit j-Invariante von F'/k. A heifit Gleichungsdiskriminante.

5.19. Bemerkung. Es besteht die folgende Relation: 123A = ¢,* — ¢6? und in-
folgedessen

643

Cy? — g2

j =123

123 wird als verschieden von Null auch im Fall x (k) = 2 und x (k) = 3 betrachtet.

5.20. Bemerkung. by, by, b, bs entstehen aus einer quadratischen Ergédnzung,
¢4, Cg aus einer kubischen Ergidnzung.

5.21. Satz. Es seien Fi/k und Fy/k zwei Funktionenkérper iber k. Wenn sie k-
isomorph sind, dann ist j(Fy/k) = j(Fy/k). Die Umkehrung gilt, falls k algebra-
1sch abgeschlossen ist.
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Nach Konstruktion gilt j(F/k) € k. j(F/k) kann als Modul betrachtet werden.
Die Varietiit M, (k) ist isomorph zur Menge A'(k)U{oo} und j(F) ist die Koordi-
nate auf M (k). Mit Ausnahme des unendlichen Punktes, in dem A = 0 ist, ent-
spricht jedem Punkt von M, (k) eine k-isomorphe Klasse von Funktionenkérpern
vom Geschlecht g = 1. Dies ist nicht der Fall, wenn der Konstantenkorper nicht
algebraisch abgeschlossen ist.

Die Aussage von Satz 5.18. wird bewiesen, indem man die betreffenden Glei-
chungen angibt. Das heiflt, ausgehend von einem Wert fiir j definiert man die
entsprechende Gleichung. Dies erfordert eine Fallunterscheidung nach der Cha-
rakteristik x (K) des Konstantenkorpers. Es entstehen verschiedene Isomorphie-
klassen wenn x (K) = 2 und wenn y (K) # 2. Da eine eingehende Behandlung
viel Raum in Anspruch nehmen wiirde, verweisen wir auf die Literatur.[12, 35, 74]

5.22. Proposition. FEs sei j € My(k). Es ezistiert ein Funktionenkorper F/k,
der iber k(j) mit j(F/k) = j definiert wird.

Beweis|[74]. Fiir j # 0 oder j # 123 definiert die folgende Gleichung

36, 1
xXr
j—1287 " j 123

fl@,y)=y*+ay—2*+

einen elliptischen Funktionenkérper F/k mit j(F/k) = j iber einem Korper
von beliebiger Charakteristik. Wenn j = 0 ist, wird der Funktionenkorper durch
folgende Gleichung definiert:

fl,y) =y +y—2° + ag
Im Fall j = 123 ist
flz,y) =y* — 2° + aypx
die definierende Gleichung.[]

5.2.3 g=2

5.23. Definition. Ein algebraischer Funktionenkorper F'/k iiber k vom Geschlecht
g > 2 iiber k, der einen rationalen Teilkorper k(x) C F mit [F : k(z)] = 2 enthélt,
heif3t hyperelliptisch.

5.24. Lemma. (a) Fin algebraischer Funktionenkdorper F'/k vom Geschlecht g >
2 dber k ist hyperelliptisch genau dann, wenn es einen Divisor A € D(F/k) mit
deg A =2 und dim(A) > 2 gibt.

(b) Jeder Funktionenkdrper F/k vom Geschlecht g = 2 ist hyperelliptisch.
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5.25. Proposition. FEs sei k ein vollkommener Kdorper der Charakteristik

X (k) # 2.
(a) Es sei F/k ein hyperelliptischer Funktionenkérper vom Geschlecht g. Es exi-
stieren x,y € F' so daff F = k(z,y) und

y* = f(x) € k[x]

mit einem quadratfreien Polynom f(x) vom Grad 2g + 1 oder 2g + 2.

(b) Umgekehrt, falls F = k(z,y) und y* = f(z) € k[z] mit einem quadratfreien
Polynom f(x) vom Grad m > 4, dann ist F/k ein hyperelliptischer Funktio-
nenkdrper vom Geschlecht

B mT_l fallsm =1 mod 2,
g = m—2 fa

m== llsm=0 mod 2.

(¢c) Es sei F = k(z,y) mit y* = f(x) € k[z] wie in (a). Die in F/k(x) verzweigten
Primdivisoren P € Py, sind die folgenden:

alle Nullstellen von f(x) , falls deg f(z) =20 mod 2,
alle Nullstellen von f(z) und die Polstelle vonx , falls deg f(x) =21 mod 2.

Infolgedessen gilt: Wenn f(z) in lineare Faktoren zerfdllt, dann sind genau 2g+ 2
Primdivisoren von k(z) verzweigt in F/k(z).

5.26. Bemerkung. Im Falle x (k) = 2 sind alle Primdivisoren in der quadrati-
schen Erweiterung F/k(x) wild verzweigt.

Wir widmen uns dem hyperelliptischen Fall vom Geschlecht 2. Fiir eine eingehen-
de Behandlung des Themas verweisen auf die Originalarbeit von Igusa. [36] Wir
betrachten die Varietiit Vg 2(k). Die Dimension von Vi 2(k) ist 19. Fiir die definie-
rende Gleichung eines hyperelliptischen Funktionenkorpers benotigt man jedoch
viel weniger Koeffizienten. Wenn y (k) # 2 gibt es sechs Weierstrass-Punkte. Wir
erhalten eine definierende Gleichung der Form:

6
flay) ="+ aa®?
=0

also
v’ =c(z — o) —ay) - (T — agoyo) cEE

und durch geeignete birationale Transformation erhalten wir fiir aq,--- , ag die
Werte 0,1, 00, A1, A2, A3 und damit die Normalgleichung:

v =x(z—1)(z — )z — A2) (@ — A3)
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Im Falle x (k) = 2 benotigt man anstelle einer Kummer- eine Artin-Schreier-
Erweiterung: y? + y = f(x). Das erzeugende Element y ist bis auf Transforma-
tionen vom Typ: y — y + B(z) eindeutig definiert. Hier sind w(z) und B(x)
rationale Funktionen von z. Es sei (a) der Poldivisor der Funktion f(x). Durch
Anwendung des Satzes von Riemann-Hurwitz erhalten wir:

2:%(—2” > (wp+1)

Pesupp((a)oo)

also

6: Z (UP+1)

Pesupp((a)eo)

Diese Gleichung hat drei verschiedene Lésungen:

(i) (141) + (1+1) + (1+1) = 6.

(ii) (3+1) + (1+1) = 6.

(iii) (5+1) =6

Damit erhalten wir die Normalgleichungen fiir x (k) = 2:

Vy*+y+ax+ Bzt +y@—1)7"

)y +y+2° +azx+ pzt

(3)y* +y+2° + az®
mit «, 3,y verschieden von Null im ersten Fall und b # 0 im zweiten Fall.

5.27. Bemerkung. Die Gleichung y* + y + 2° 4+ ax® + Sz ist k-isomorph zum
dritten Fall. Es werden eine lineare Transformation auf 2 und eine Tranformation
auf y, die ein quadratisches Polynom in x verwendet, durchgefiihrt.

Wir benétigen eine allgemeine Normalgleichung, die iiber alle k£ einen hyperellip-
tischen Funktionenkorper definiert.

Wir erhalten die Normalgleichung durch Anwendung des Satzes von Riemann-
Roch 4.8. Nach 4.9. gilt fiir jeden kanonischen Divisor W € D(F/k): degW =
2g —2 = 2und dimW = g = 2. Es sei P ein Weierstrass-Punkt. Nach 4.12.
existiert zu jedem n > 4 ein x € F mit (z)x = nP. Die siecben Elemente
22 2% 2t y, vy, 2%y, vy? sind in L(6P). Da dim(6P) = 6, existiert eine nicht-
triviale Relation mit Koeffizienten aus k:

2 2 4 3 2
a122Y° + Q1Y + A11TY + A1 T7Y = Q40X + Q30" + Q0
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mit a9 # 0 und a49 # 0 bzw.:
f(@,y) = xy® + (1 + buz + byz”)y + zt + byox® + by’

Die fiinf fehlenden Weierstrass-Punkte sind die Nullstellen der Diskriminante der
Normalgleichung, ndmlich die Wurzel der Gleichung;:

(14 by + bora®)? — 4a®(agy + asz + %) = 0

5.28. Bemerkung. Es werden drei verschiedene Normalgleichungen, in Abhéngig-
keit von der Charakteristik x (k) des Primkorpers, definiert. Dementsprechend
kann die allgemeine Normalgleichung, wenn die Charakteristik beriicksichtigt
wird, in die jeweils andere transformiert werden.

5.29. Definition. Es sei f(z,y) = zy* + (1 + anr + anz®)y + z* + azor® +
asx? die allgemeine Normalgleichung fiir hyperelliptische Funktionenkdrper vom
Geschlecht 2. Man definiert:

(F)

(F) = a?lagl + a‘flaglago + a?lagl (a21a20 + 1) + a?laglago + aua%l (a21a20 + 1)
()

()

= aj, + a},a31a3y + at1a3, (azaz + 1)° + af a3 azg + ag (azax + 1)%
= 272(J2J6 — JZ),
Jio(F) = af ag + af, (a3 a20 + aso) + af) (a3, azoas0 + a3,a30 + azaz + 1)+
(a3,a3 + a3,a3, + a3y + a3y)at az (azaz + 1) + (ag1az0 +1)*

Die Invarianten der Funktionenkorper vom Geschlecht 2 heiflen auch Igusa-Invarianten.
Die arithmetischen Invarianten sind in der angegebenen Darstellung fiir Kérper

der Charakteristik x (k) = 2 giiltig. Wenn y (k) # 2, kénnen die arithmetischen
Invarianten anders definiert werden. Man kann jedoch, wie im Falle der Normal-
gleichungen, von einer Darstellung zur anderen iibergehen.

Das Analogon zur Aussage iiber die Bedeutung der Invariante j(F') im elliptischen
Fall ist:

5.30. Satz. Es sei k ein vollkomener Kérper und seien Fy/k und Fy/k zwei
hyperelliptische Funktionenkorper vom Geschlecht 2 tber k. Genau dann, wenn
F\/k und Fy/k k-isomorph sind, gilt J;(Fy) = J;(Fy), fiur i€ {2,4,6,8,10}.

5.31. Bemerkung. Nach Konstruktion gilt J;(F) € k. Die J;(F) konnen als
Moduln betrachtet werden.
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5.32. Proposition. Es sei My(k) die Modulvarietit der Funktionenkdrper vom
Geschlecht 2 iiber k. Die Elemente

Ji Js Jio

J2 I3 I3y
aus Moy (k) sind algebraisch unabhdingig. Damit ist dim(Mq(k) =3

5.33. Proposition. Es seien J; € Moy(k). Es existiert ein Funktionenkirper
F/k, definiert iber k(.J;) mit J;(F/k) =j

Die Aussage von Satz 5.13 wird bewiesen, indem man die betreffenden Gleichun-
gen angibt. Wir werden uns hier darauf beschréinken, beispielhaft einen Fall zu
behandeln. Wir betrachten die Normalgleichung fiir x (k) = 2 vom Typ:

v +y+2° + oz’
Es gilt

5
J4
alO __ Y8

~ Juo

Fiir Untersuchungen auf dem Gebiet der expliziten Konstruktion von Kurven
bzw. Funktionenkérpern vom Geschlecht 2 verweisen wir auf [48, 49, 53]. Fiir
Anwendungen sowie weitere konstruktive Untersuchungen verweisen wir auf[42,
34, 62]

5.2.4 g=3

In diesem Abschnitt untersuchen wir nicht hyperelliptische algebraische Funktio-
nenkorper vom Geschlecht drei. Der hyperelliptische Fall wird von der angegebe-
nen Definition im Fall g = 2 erfafit.

Wir betrachten die Varietdt V4 3(k). Die Dimension von V4 3(k) ist 14.

ai,jajiyj}

Vis(k) :={ai; € k|0 = f(z,y) = Z

4 4
1=0 5=0
Da wir nicht-hyperelliptische Funktionenkdrper betrachten, gibt es keinen Divisor

A € D(F/k) mit deg A = 2.

5.34. Satz. Es sei F/k ein nicht-hyperelliptischer Funktionenkorper vom Ge-
schlecht g = 3. Es existiert ein Divisor A € D(F/k) mit deg A = 3 und dim(A) >
2
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Beweis. Die Funktionenkorper vom Geschlecht g > 2 werden durch kanonische
Divisoren erzeugt (siehe [5]). Es sei W ein kanonischer Divisor. Es gilt deg W = 4
und dimA = 4+ 1 — 3 = 2. Da ein Divisor D vom Grad eins existiert und der
Funktionenkorper nicht hyperelliptisch ist, gilt W = A+ D und A ist ein Divisor
vom Grad drei.[]

Ausgehend von der Existenz eines Divisors A € D(F/k) mit degA = 3 und
dim(A) > 2und da g =3 = (4—1)(4 —2)/2 gilt, erhalten wir unter Verwendung
elementarsymmetrischer Funktionen eine Normalgleichung der Form:

f(@,y) = boo + brox + baox? + b3px® + by’ +

bory + biizy + bar 2’y + bozy®
bzw.

flz,y) = ?J3 + (@21!132 + apx + ap)y+

4 3 2
T+ a3 4 ag0x” + a1px + ago

wobei die Koeffizienten der Form b;3y? durch eine birationale Transformation
eliminiert wurden. Bei der Transformation wurde durch drei dividiert und in-
folgedessen hat diese Normalform eine schlechte Reduktion mod 3. Setzen wir
a(z) = ana®+ayr+ag; und b(z) = 2t + azow® + axr? + a1+ ago so erhalten wir
fiir die Diskriminante der Gleichungsordnung den Ausdruck: A = 4a(x)3+27b(z)?.
Aus diesem Ausdruck wird ersichtlich, dafl diese Normalform nicht allgemein
giiltig ist, wenn der Konstantenkorper & der Charakteristik x (k) = 2, 3 ist. Im all-
gemeinen wissen wir, dafl wir bei einer Reduktion modulo eines Primdivisors des
Konstantenkorpers, nur fiir endlich viele Primdivisoren des Konstantenkorpers
einen Funktionenkérper vom Geschlecht ¢ < 3 erwarten konnen. Ein globaler
Funktionenkorper F'/Fs, definiert durch y® + (2 + 2+ 1)y +2* + 23 + 22 + v + 1,
ist vom Geschlecht 1 iiber 5

Die Dimension von M, (k) ist gleich 3¢ — 3 + € fiir ¢ > 1 wobei € die Parame-
terzahl der Automorphismengruppe von F/k ist und fir g > 2 ¢ =0 gilt, wenn
der Funktionenkorper hinreichend allgemein ist [12, 31]. Dies wurde bereits von
Riemann [64] bewiesen. Einen weiteren Beweis findet man in [56]. Auf die Auto-
morphismen iiber £ werden wir nicht eingehen und verweisen auf [78, 79] fiir eine
Behandlung der Automorphismengruppe eines Funktionenkorpers von Primzahl-
charakteristik. Explizite Ausdriicke analog zu den j- bzw. Igusa—Invarianten sind
fir ¢ > 3 noch unbekannt. Die Dimension von M, (k) kann auf der Grundlage
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der bis jetzt vorgestellten Theorie errechnet werden: Die Dimension der Severi-
Varietdt V43(k) ist 14. Betrachtet man die entsprechende Gleichung als nicht-
normiert, so ist 15 die Anzahl ihrer Koeffizienten. Der Funktionenkérper wird
durch die kanonische Klasse [W] erzeugt und dim W = 3. Also kann der Funktio-
nenkorper durch drei Funktionen xy, x5, x3 erzeugt werden. Jede dieser Funktio-
nen 14t eine Transformation der Form

t':Oé.Tiﬁ—ﬂ
yx; + 0

(b — fy) #0

zu. Dann sind 3 - 3 = 9 Konstanten nicht-wesentlich fiir Definition des Funktio-
nenkorpers. Wir erhalten

dimVys(k) +1-9=15-9= 6 =3-3—3=dimMs(k)

5.2.5 g=4

Wir betrachten die Varietdt Vi 4(k). Die Dimension von Vi 4(k) ist 21.

a; 'y’ }

V6,4(k) = {ai,j S k|0 = f(ny) = Z

6 6
i=0 j=0

Da wir nicht-hyperelliptische Funktionenkdrper betrachten, gibt es keinen Divisor
A € D(F/k) mit deg A = 2.

5.35. Satz. Es existieren zwei verschiedene Arten nicht-hyperelliptischer Funk-
tionenkorper vom Geschlecht 4. Die erste enthdlt eine Divisorenklasse vom Grad
drei und der Dimension zwei und die andere enthdlt zwei Divisorenklassen vom
Grad drei und der Dimension zwei.

Beweis. Der Funktionenkorper wird von der kanonischen Klasse erzeugt. Es sei
W ein kanonischer Divisor. Es gilt deg W = 6.

(a) Es existieren zwei verschiedene Divisoren Ay, Ay mit A;+Ay = W | jeweils vom
Grad drei. Durch Anwendung des Satzes von Riemann-Roch und da dimW =
g=4gilt dimA; =3+1—4+dim(W — A;) = 2. Analog gilt dim A, = 2. Die
zugeordnete Divisorenklassen sind [A;] und [As].

(b) Wir betrachten den Fall A; = Ay. Es gilt dim A; = 2 und deg A; = 3. [I.
Wir erhalten zwei verschiedene Normalgleichungen. Wenn es zwei verschiedene
Divisorenklassen vom Grad drei gibt, dann existieren zwei Funktionen z,y vom
Grad drei, die als unabhéngige Variabeln gew#hlt werden konnen. W&hlt man
0.B.d.A. z als unabhéngige Variable, so ist y Wurzel einer Gleichung dritten
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Grades. Die Normalgleichung ist also eine Gleichung dritten Grades in beiden
Variablen:

flw,y) = y3 + (a32333 + anr® + apT + a02)y2+

3 2 3 2
(a312° + agx” + a1 @ + agr)y + asox” + a0z + apx + ago.

Wenn es nur eine Divisorenklasse vom Grad drei gibt und da deg W = 6 erhalten
wir unter Verwendung elementarsymmetrischer Funktionen eine Normalgleichung
der Form

f(l‘, y) = y3 + (a4,1x4 + agll‘g + CL21[L‘2 + a;1x + a01)y+

6 5 4 3 2
T+ Q50T + Qg + Q30T + QopX” + Q10T + Qgo-

wobei die Koeffizienten der Form a;y? durch eine birationale Transformation
eliminiert wurden. Setzen wir a(z) = a4 12" +a312> +ax 1%+ a1, 7+ ag, und b(z) =
28+ asox® + 2t 4 agor +agr® + a0+ agy so erhalten wir fiir die Diskriminante der
Gleichungsordnung den Ausdruck: A = 4a(z)? +27b(x)?. Es handelt sich um eine
ganze rationale Funktion zwolften Grades. Aus diesem Ausdruck wird ersichtlich,
daf} diese Normalform nicht allgemein giiltig ist, wenn der Konstantenkorper k
der Charakteristik x(k) = 2,3 ist. Mit der gleichen Methode wie im Fall ¢ = 3
gilt:

dimVy (k) —6=15-6= 9 =3-4—3=dimM,(k)

Wenn die Divisorenklassen zusammenfallen, dann hat die Normalgleichung 12
Koeffizienten. Die erzeugenden Elemente x,y lassen folgende Transformationen

7u;
ar+fj
und
_ my
T = (73:—1—5)2 m € Z

Damit reduziert sich die Anzahl der wesentlichen Koeffizienten auf 12—4 = 8 und
die Invarianten der Normalgleichung bilden eine Untervarietdt der Dimension 8

von My(k).



Kapitel 6

Reduktion nach Primdivisoren
des Konstantenkorpers

In diesem Kapitel gehen wir folgender Frage nach: Es sei F//k ein Funktionenkorper,
der als Primkorper den Korper Q enthélt. Wie dndert sich die Struktur des Funk-
tionenkorpers, wenn der Primkorper Q durch einen Primkorper £ der Charakte-
ristik x (k) = p, p eine Primzahl, ersetzt wird?

Wir geben hier im wesentlichen Ergebnisse von Deuring [11] wieder. Beweise der
hier vorgestellten Sitze findet man im eben zitierten Artikel oder in [15] ,II1.6.

6.1. Definition. Ein noetherscher, faktorieller Integritdatsring mit 1, in dem jedes
von Null verschiedene Primideal ein maximales Ideal ist, heifit Dedekindring.

Es sei k ein vollkommener Koérper, x transzendent iiber k£, und ein irreduzibles
Polynom f € k[z][y] mit deg,(f) = n, welches beziiglich y normiert und separa-
bel ist. f erzeuge den Funktionenkorper F'/k. Der Konstantenkorper & enthalte
einen Dedekindring R, von dem k der Quotientenkorper ist. O.b.d.A. gelte: Die
Koeffizienten a;(x) von f sind Elemente aus R[z][15]. Es ist hervorzuheben, daf}
der Gleichungsring k[z,y]/f(x,y)k[x,y] weder ein ZPE- noch ein Dedekindring
ist [61].

6.2. Definition. Es sei P ein Primdivisor des Konstantenkorpers k. Die Reduk-
tion modulo P ist eine Abbildung (-) : R — R/P, definiert durch ¢ — ¢ + P.

6.3. Bemerkung. 1. Essei £ = Q und R = Z. Dann ist (f):Z — Z/P und
man erhilt eine Gleichung f mit Koeffizienten in Z,[z].

2. Es sei ky ein Korper und k = k;(z) und R = ki[z]. Die Reduktion modulo
P = © — xg, mit xg € ky, bedeutet die Anwendung des Einsetzungshomo-
morphismus ®(zy), also z = xy.

47
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Es sei also R/P der Restklassenkorper von R beziiglich P. Man ersetzt alle Ko-

effizienten in dem Polynom f € R|[z] durch die entsprechenden Restklassen aus
R/P und erhilt ein Polynom f € R/P[x].

6.4. Satz. Es sei k ein vollkommener Kérper, x transzendent dber k, und ein
irreduzibles Polynom f € k[z][y] mit deg,(f) = n, welches beziiglich y normiert
und separabel ist. [ erzeuge den Funktionenkdrper F/k. Es gibt nur endlich viele
Primdivisoren P von k, fir welche f im Restklassenké’rperic mod P oder in einer
Erweiterung k, reduzibel oder auch nur inseparabel wird.

Nun gehen wir auf die Merkmale der erhaltenen Struktur F'/k ein, bzw. betrachten
wir strukturerhaltende Eigenschaften der Abbildung Reduktion modulo P:

6.5. Satz. Es sei F//k ein Funktionenkdrper vom Geschlecht g iber k und ﬁﬁc
der aus F/k durch Reduktion modulo P erhaltene Funktionenenkérper vom Ge-
schlecht g. Es gilt:

9=y
Der Vergleich von ¢g und ¢ wird mit Hilfe des Satzes von Riemann-Hurwitz durch-
gefiihrt.
Nun bendétigen wir einige Definitionen und Ergebnisse aus Kapitel 2: Wir betrach-
ten den Bewertungsring Op des Primdivisors P. Jedes Element 0 # a € F/k hat

eine eindeutige Darstellung a = t"u, t ist ein Primelement fiir P und v € Op*.
Ein Element a € F/k ist ein Primelement von Op genau dann, wenn vp(a) = 1.

6.6. Satz. Es sei F'/k ein Funktionenkérper vom Geschlecht g iber k, A,B €
D(F/k) und F/k vom gleichen Geschlecht g tiber k. In dem Fall kann man jedem
Divisor A € D(F/k) einen Divisor A € D(F/k) zuordnen, so daff Folgendes gilt:

——

1. A+B=A+B
2. deg A =deg A
3. G/) = (a) Va € F/k so daff wvp(a) =1

Der Satz besagt, da§ die Abbildung Reduktion modulo P (-) ein Homomorphis-
mus, sowohl der Gruppe D(F/k) in die Gruppe D(F/k), als auch der Divisoren-
klassengruppe CI(F/k) in die Divisorenklassengruppe CI(F/k) ist.

6.7. Satz. Es sei F/k ein Funktionenkdrper vom Geschlecht g dber k und F%
vom Geschlecht g iber k mit § = g. Es sei [W] die kanonische Klasse von F/k

und [W] die kanonische Klasse in F/k. Es gilt:

W] =[W]
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6.8. Satz. Fs sei F'/k ein Funktionenkérper und ﬁﬁc der aus F/k durch Reduk-

tion modulo P erhaltene Funktionenkdrper. Ist T separierend fir F/k so ist es ©
fir F/k.

Zusammenfassend: Es sei F'/k ein Funktionenkorper vom Geschlecht g tiber k. Fiir
fast alle Primdivisoren P des Konstantenkdrpers k ist & der Konstantenkorper
von F'/k und das Geschlecht ist gleich g. Wenn das Geschlecht von F/k kleiner

als g ist, spricht man von einer schlechten Reduktion modulo P.

6.9. Beispiel. Wir betrachten Kleins Quartik, definiert durch f(y,z) = 2% +
y3z+y iiber Q. Durch eine birationale Transformation erhalten wir die Gleichung:
g(z,u) = u” — (fj’z). Der Funktionenkdrper, definiert durch f(y, z), ist vom Ge-
schlecht 3. Reduziert man modulo 7, so erhélt man einen Funktionenkorper vom
Geschlecht 0. f(y, 2), reduziert modulo 2, definiert einen Funktionenkorper vom

Geschlecht 3.
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Kapitel 7

Uber die Anzahl der
Primdivisoren vom Grad Eins

Es sei F'/k ein globaler Funktionenkdrper. Wie wir aus 3.11. wissen, gibt es zu
jedem n € Z hochstens endlich viele positive Divisoren vom Grad n, also positi-
ve Elemente aus der Menge D"(F/k) wenn der Konstantenkorper & endlich ist.
Infolgedessen ist die Anzahl der Primdivisoren vom Grad eins endlich.

Man betrachtet Losungen (zg, yo) € k X k der den globalen Funktionenkorper de-
finierenden Gleichung f(x,y) = 0, mit f € k[z][y]. Wir erinnern an die Definition
1.74.: Es sei k ein Korper und V eine affine Varietéit der Dimension 1 iiber k. Die
Menge

V(k) = VNA*(k) = {P = (aj,a5) € V | alle q; € k}

heiflt Menge der k-rationalen Punkte von V. Die Betrachtung des Beispiels 1.71.4.
vermittelt uns eine Vorstellung iiber die Gestalt der Primdivisoren vom Grad eins
in ihrer Darstellung als maximale Ideale im Spec k[z, y|.

Die Primdivisoren eines Funktionenkorpers sind per Definition (3.1.) die Stellen
des Funktionenkorpers, so dafl man alternativ von den Stellen vom Grad eins eines
Funktionenkorpers oder von den rationalen Punkten auf einer Kurve sprechen
kann. In der Literatur begegnet man allen drei Bezeichnungen.

7.1. Definition. Es sei F/k ein globaler Funktionenkérper vom Geschlecht ¢
iiber k = [,.

1. Ngyy ist die Anzahl der Primdivisoren P vom Grad eins des globalen Funk-
tionenkorpers F'/k.

2. N,(g) ist die maximale Anzahl der Primdivisoren vom Grad eins fiir die
Klasse der Funktionenkorper vom Geschlecht g {iber £ = T,.

ol
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3. Ein globaler Funktionenkérper F'/k heifit optimal, falls Ng/, = Ng(g).

Daraus ersiecht man die Untersuchungsfelder: Bestimmung der Zahlen N/, und
N,(g) bzw. entsprechender Schranken und Bestimmung oder Konstruktion von
Funktionenkorpern, die moglichst optimal sind. Dies bestimmt die Gliederung der
ersten drei Unterabschnitte dieses Kapitels: Als erstes werden obere Schranken fiir
N,(g) eingefiihrt und in diesem Rahmen wird definiert, wann ein globaler Funk-
tionenkorper als Funktionenk6rper mit vielen Stellen vom Grad eins bezeichnet
wird. Danach wird eine elementare Methode zur expliziten Bestimmung der An-
zahl der Primdivisoren vom Grad eins vorgestellt und zuletzt werden wir iiber
verschiedene Ansétze zur Bestimmung oder Konstruktion von globalen Funktio-
nenkorper mit vielen Primdivisoren vom Grad eins berichten.

7.1 Obere Schranken

Die Potenzreihe
Cop(t) ==Y Ant™ € Z[[1] € C((t))

mit A, :=|[{A € D(F/k) | A > 0und degA = n}| wird als die Zeta-Funktion
Cr/k(t) des Funktionenkorpers F'/k bezeichnet. C((¢)) ist die Menge der Potenz-
reihen in der Unbestimmten ¢ {iber C. Die entsprechende L-Reihe des Funktio-
nenkorpers F'/F, ist:

Ly, (t) == (1 = t)(1 — qt)Cpym, ()

Lpyg, (t) ist, als Polynom betrachtet, vom Grad kleiner oder gleich 2g

Ein Ergebnis von Hasse fiir elliptische Funktionenkoérper wurde von Weil verall-
gemeinert. Es handelt sich um das Analogon der Riemannsche Vermutung fiir
Funktionenkorper [96]:

7.2. Satz. (Hasse-Weil) Fiir die Kehrwerte der Wurzeln oy, . .., aag von Lyyr, (t)
qgilt:

| =¢"*  fir  1<i<2g

Fiir einen Beweis siehe [81],V.2.
Aus dem Satz von Hasse-Weil folgt eine Abschitzung fiir die Anzahl der Prim-
divisoren vom Grad eins N,(g) eines Funktionenkorpers F'/F, vom Geschlecht

qg:
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[No(9) = (a +1)| < 29 (7.3)

Diese Abschitzung heifit Hasse—Weil-Schranke. Damit erhalten wir eine obere
Abschétzung:

N,(g) < q+1+2gg7 (7.4)

Es ist hervorzuheben, dafl die Hasse—Weil Schranke sowie andere Schranken fiir
die Anzahl der Primdivisoren vom Grad eins eines globalen Funktionenkorpers
nur von der Kardinalitdt des Konstantenkorpers und vom Geschlecht g des Funk-
tionenkorpers abhéngt.

Die Hasse-Weil-Schranke ist im allgemeinen eine gute Abschétzung, d.h.: Es exi-
stieren globale Funktionenkdrper, die sie erreichen. Man kann jedoch genauere
obere Schranken angeben. Z.B. wenn ¢ kein Quadrat ist, dann gilt:

Ny(9) < g+1+ |299°]
Serre bewies in [70], dafl die Hasse~Weil-Schranke verbessert werden kann:
Ny(g) < a+1+g[2q7) (7.5)
Dieser Ausdruck heifit Serre—Schranke.

Fir g > (¢ — q%)/2 gibt es eine bessere Abschétzung fiir N,(g) als die durch die
Serre—Schranke zur Verfiigung gestellten. In einer Arbeit von 1981 [37] wurde die
als Thara—Schranke bezeichnete Ungleichung bewiesen:
Bg+1)g?+4(¢*> —q)g—y
v 5 |. (7.6)
Die Grundidee ldst sich wie folgt grob skizzieren: Es wird angenommen, dafl
Npg, groB ist. Dann liegen die Werte der Wurzeln o, ... ,azy von Ly, (t) in

Ny(g) <qg+1+|

einer kleinen Umgebung von —q% in C. Die Werte der «;? befinden sich info-
gedessen in einer kleinen Umgebung von ¢, so dafl NF/FQ2 klein ist. Es gilt je-
doch Npr, < N. F/E, - Unter Verwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhélt
man die Thara—Schranke. Aus der [hara—Schranke erhilt man eine asymptotische
Schranke:

N, 1\'"* 1
A(q) = lim sup M < <2q + Z) ——.
g

i 2
Wenn ¢ ein Quadrat ist, dann gilt A(q) > ¢'/? — 1. Drinfeld und Vladut zeigten:
Alg) < ¢ -1
Diese Abschétzung heifit Drinfeld—V1adut—Schranke.
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7.7. Beispiel. Wir betrachten Kleins Quartic {iber F4, also den Funktionenkérper
definiert durch y* + 2y + x € Fy[z][y]. Das Geschlecht dieses Funktionenkorpers
ist g = 3. Die Serre-Schranke fiir NV;(3) hat den Wert 17. Die Thara—Schranke fiir
Ny4(3) hat den Wert 14. Fiir Kleins Quartic iiber Fg hat die Serre-Schranke fiir
Ng(3) den Wert 24. Die Thara—Schranke fiir Ng(3) hat den Wert 25.

Tharas Methode wurde von Drinfeld und Vladut in [14] und von Serre verallge-
meinert. Serre fithrte in [70] die Idee der Anwendung von expliziten Formeln
ein. Der folgender Satz fiihrt zu besseren Ergebnisse wenn das Geschlecht grof§
im Verhéltnis zu q ist.

7.8. Proposition. Es seien cy,...,c, € R, die folgende Bedingungen erfiillen:
1. ¢, >0 firr=1,...,m und nicht alle ¢, = 0.

2. Es sei A (t) := D ¢pt” und fr,(t) := 14X (0)+ A\ (t7). Damit definieren
wir: f(t) > 0 fir alle t € C mit |t| = 1.

Dann gilt:

g A (g'?)

< 1.
q(g) = )\m(qq/z) + )\m(q—l/Z) +

Fiir einen Beweis siehe [81] ,V.3.3.
Eine Umformung dieses Ergebnisses ist

(Ng(9) = DAl %) = An(g'?) < g (7.9)

Die rechte Seite von 7.9 wurde fiir alle f,,(¢) > 0 fiir alle t € C mit |t| =
von Qesterlé in einem bei Serre eingereichten unverdffentlichten Manuskript ma-
ximiert. Eine Darstellung dieser Ideen findet man in [67]. Wir bieten eine Skizze
des Resultates in Anlehnung an Auer [2]:

Es sei @, 1 [25, 2] — [0, 1], m € N, definiert durch
COoS m+1¢
}_>
¢ coS —¢

Die Ableitung dieser Abbildung ist

-1
' (¢) = (sinme¢ + msin ¢) /(2 cos® mT@
Damit ist ® ein isotoner Homdomorphismus. Dann wird eine Abbildung

Yy (g +1,00) = [0,1)
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stiickweise definiert:
Essei N € RsodaB N > g+ 1 und 2 < m € Z sei die einzige Zahl so dafl
N € [¢™? +1,¢™+D/2 £ 1). Wir setzen

1 ¢tz N +1

U= ¢2N —1— ¢m-1/2 € (0,1].

und definieren 9,(N) := cos(®,!'(u)). Aus dem Verhalten der Ableitung dieser
Funktion folgt, daf ¥J,(N) ein isotoner Homeomorphismus ist. Zuletzt betrachten
wir die Abbildung v, : [¢ + 1,00) — [0, 00) definiert durch

N(g"04(N) — 1)
q—2¢'?9,(N)+ 1

Vg : N =1+

7, ist isoton auf [¢? + 1, 00). Dies gilt weil J,(¢>+1) = 1/2Y/2 > 1/¢'/2. Man zeigt
daf

v(N) = (N —q—1)/2¢"? fir Nelg+1,¢7"%+1] (7.10)
und

7(N) =1/4¢(N —¢* =1+ (7.11)

V(8¢ +1)N2 — (18¢2 + 16¢ + 2)N + ¢* + 8¢3 + 18¢% + 8¢ + 1)

fir N € [¢3/2+ 1,4¢* + 1]. Es gilt also: v, ist auf [¢ + 1,¢? + 1] streng monoton
fallend.

7.12. Satz. (Oesterlé) Es sei Npjg, > q + 1. Dann gilt:
9 2 74(Negr, )-

Fiir ¢ > 3 ist v¢(Npyg,) das Mazimum der linken Seite der Ungleichung 7.9 fiir
alle f(t) > 0 fir allet € C mit |t| = 1. Im Fall ¢ = 2 gilt diese Aussage nicht
immer.

Fiir einen Beweis siehe [82].
Man definiert unter Verwendung der Umkehrfunktion von «,:

Nq = 7‘;1 :[0,00) = [+ 1,00)
Es gilt dann

N,(g9) < N, fiir alle g € Z=° (7.13)
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Diese Abschitzung heif3t Oesterlé —Schranke. Diese Abschitzung ist die ge-
naueste wenn das Geschlecht g grofl in Verhéltnis zu ¢ ist. Aus der Gleichung
(7.10) folgt, daB fiir g € [0, (¢ — ¢/?)/2] die Oesterlé-Schranke mit der Hasse—
Weil-Schranke iibereinstimmt. Aus (7.11) und fiir g € [2(g — ¢'2), (£)"/?(¢ — 1)]
erhélt man die [hara—Schranke. Wir betrachten zwei bedeutende Beispiele:

7.14. Beispiel. 1. Wir vergleichen die Abschitzungen fiir N3(5):

(a) Die Hasse—Weil-Schranke hat den Wert 21.
(b) Die Serre-Schranke hat den Wert 19.

(c) Die Ihara—Schranke hat den Wert 15.

(d) Die Oesterlé —Schranke hat den Wert 14.
Ein herausragendes Ergebnis ist, daf§ die oberen Schranken nicht in jedem

Fall erreicht werden kénnen. K. Lauter zeigte in [46] die Unméglichkeit der
Existenz eines Funktionenkorpers F'/F; vom Geschlecht 5 mit NV Frs, = 14.

2. Wir betrachten Kleins Quartik {iber IF4, also den Funktionenkorper, definiert
durch y* + 2%y + © € Fy[z][y]. Das Geschlecht dieses Funktionenkorpers ist
g=3.

(a) Die Serre—Schranke fiir N4(3) hat den Wert 17.
(b) Die Ihara—Schranke fiir Ny(3) hat den Wert 14.
(c) Die Oesterlé —Schranke fiir N,(3) betrigt 14.

Die entsprechenden Abschétzungen fiir Kleins Quartik iiber Fg sind:

(a) Die Serre—Schranke fiir Ng(3) hat den Wert 24.
(b) Die Ihara—Schranke fiir Ng(3) hat den Wert 25.
(c) Die Oesterlé —Schranke fiir Ng(3) hat den Wert 24.

Eine elementare Betrachtung 1&8t die Schwierigkeiten bei der Bestimmung von
Ny(g) deutlich werden:

In einem geometrischen Zusammenhang ist folgendes zu bemerken: ¢ ist die Kar-
dinalitéit des 1-dimensionalen affinen Raums A'(F,), ¢ + 1 ist die Kardinalitit
des projektiven Raums P*(F,) und ¢+ ¢ + 1 ist die Kardinalitéit des projektiven
Raums P?(F,) = A*(F,) UP*(F,). Wenn V eine affine Varietit vom Geschlecht g
iiber I, ist, dann ist die Bestimmung von N,(g) gleichbedeutend mit der Bestim-
mung einer Schranke fiir die Kardinalitit der Menge der I -rationalen Punkte:

[ V(E,)| = |V NA*(E)| < Ny(9)
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Betrachten wir im obigen Beispiel die Serre-Schranke fiir N;(3). Thr Wert ist 17.
Die Anzahl der rationalen Punkte einer Varietéit V(F;) vom Geschlecht 3 iiber Fy
ist | VNA?(F,)| und |A?*(F,)| = 16. Infolgedessen hat eine Kurve, die die Serre—
Schranke erreicht, einen Punkt mehr als der zugrundeliegende affine Raum. Es
ist zu vermuten, dal wenn das Geschlecht gréfier wird, die Schwierigkeiten, eine
Varietédt zu finden, die eine vorgegebene Schranke erreicht, zunehmen. Im Fall
des Beispiels 7.14.1 stellt man fest, daf§ |[A*(F3)| = 9 und theoretisch 14 rationale
Punkte existieren kénnten. Der projektive Raum P?(F3) enthilt 13 Punkte. Die
Varietdt hitte einen Punkt mehr als der zugrundeliegende projektive Raum. Der
Beweis der Unmoglichkeit der Existenz einer solchen Varietét ist allerdings nicht
trivial. Es gibt in der Tat nur zwei bewiesene Beispiele: Das oben erwihnte [46]
und ein weiteres von Serre [71]:

Es existiert keine Kurve vom Geschlecht ¢ = 7 iiber F, die 11 rationale Punkte
hat, wobei 11 die entsprechende Oesterlé —Schranke ist. In diesem Fall konnte
Serre die Oesterlé —Schranke verbessern und (mit Hilfe einer Grad 2 Erweiterung
des elliptischen Funktionenkorpers mit 5 Punkten, definiert durch »? + y + 2% +
z € Fy[z][y], in der genau eine Stelle vom Grad 5 verzweigt ist) eine Kurve mit
10 Punkten finden. Der projektive Raum P?(F,) enthélt 7 Punkte. Fiir globale
rationale Funktionenk6rper bestimmte Serre:

N,(0) =g+ 1.

Fiir die Klasse der globalen, elliptischen Funktionenkorper, sowie fiir die Klasse
der globalen, hyperelliptischen Funktionenkorper wurden N, (1) und N,(2) eben-
falls von Serre bestimmt [69]. Die Bestimmung von N,(g) fiir ¢ > 3 durch explizite
Formeln ist bis heute nicht gelungen.

Ein weiteres Ergebnis von Serre ist [71]:

7.15. Satz. Es sei F/F, ein Funktionenkirper vom Geschlecht g. Falls Ny(g) =
g+ 14 g|2¢2] gilt, dann ist g =1 oder g = 2.

Fiir globale Funktionenkorper von Geschlecht g > 3, die eine zusétzliche Bedin-
gung erfiillen, erhélt man das folgende Ergebnis:

7.16. Proposition. Es sei F//F, ein Funktionenkdrper vom Geschlecht g > 3
mit N,(g9) < ¢+ 1+ g|2¢2]. Dann gilt: Ny(g) <qg—1+ g]2¢7].

Wir widmen uns jetzt der Frage: Wann bezeichnet man einen globalen Funktio-
nenkorper als Funktionenkdrper mit vielen Stellen vom Grad eins? In 7.1.3 wurden
optimale Funktionenkdper definiert: Fiir sie gilt Np/r, = Ny(g). Funktionenkérper
mit einer Anzahl von Primdivisoren vom Grad eins, die die Hasse-Weil-Schranke
erreichen, werden besonders gekennzeichnet:
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7.17. Definition. Ein globaler Funktionenkorper F/k vom Geschlecht ¢ heifit
maximal, falls Np/y, =g+ 1+ 29q"/2.

7.18. Bemerkung. Aus der Definition folgt, daf ein globaler Funktionenkorper
F maximal ist, wenn g = 0 oder wenn Fp der Konstantenkorper ist.

Wenn ein globaler Funktionenkérper F/F, maximal ist, kann man eine obere
Schranke fiir das Geschlecht g von F/F, angeben.

7.19. Proposition. Es sei F'/F, ein mazimaler, globaler Funktionenkdrper vom
Geschlecht g. Dann gilt:

9<(q—q%)/2.

Aus diesem Satz folgt, dafl ein globaler Funktionenkorper nicht maximal sein
kann, wenn das Geschlecht grof im Vergleich zu ¢ ist.

Riick und Stichtenoth [65] zeigten, dafl der Hermitesche Funktionenkorper (d.h.
der Funktionenkdrper definiert durch eine Gleichung H(x,y) = y? +y — 297!
mit H(z,y) € Fp) der einzige (bis auf Fp2-isomorphismen) maximale, globale
Funktionenkorper iiber F2 vom Geschlecht g = (¢ — 1)g/2 ist.

7.20. Satz. (Fuhrmann und Torres) Es sei F'//F, ein mazimaler Funktionenkdorper.
Dann gilt:

Entweder g = (q — q%)/2 oder g < (q% —1)%/4.

Fiir einen Beweis dieses Satzes siehe [20]. Fiir eine eingehende Behandlung maxi-
maler Funktionenkorper verweisen wir auf [19]. Die Serre-Schranke und der Satz
von Fuhrmann—Torres ergeben:

7.21. Korollar. Es sei F'/F, ein globaler Funktionenkdrper. Wenn q ein Quadrat
mit ¢ > 16 ist und (¢ — q2)/2 # g > (¢2 — 1)2/4, dann gilt:

Npsi < g — 1+ 294"

Wenn g < 50 ist in vielen Fillen die [hara—Schranke, die genauere obere Schranke
fiir N,(g). Da die Drinfeld-Vladut-Schranke in etwa das 1/2'/2-fache der asym-
ptotischen lhara—Schranke betrigt wird ein Intervall

[Ny (9)/2"7%, N(9)]

als Mafistab vereinbart [87]: Ein globaler Funktionenkorper wird als Funktio-
nenkorper mit vielen Stellen vom Grad eins bezeichnet, wenn

Npm, € [Nq(g)/21/27 Nqy(9)]
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Abschlielend gehen wir auf den Fall ¢ = 3, bei dem es ein Ergebnis von K. Lauter
gibt. Wir widergeben ihr Resultat [1, 44]:

Sei m(q) := 3|2sqrt(q)] die Serre-Schranke fiir den Betrag der Frobenius-Spur
q+1—=Npr, = sum$_, a; eines globalen Funktionenkoerpers F'/ [F, vom Geschlecht
3. Fiir jedes ¢ existiert dann ein Funktionenkorper F//F, vom Geschlecht g = 3
iiber FF, und es gilt

|Npsr, — (¢ +1)| > m(q) — 3.

Mit anderen Worten, der sogenannte Defekt m(q) betrégt -fiir alle g- hochstens
3. (Fiir Geschlecht 1 bzw. 2 ist dieser Defekt ebenfalls durch 2 bzw. 3 beschriinkt,
doch hat Serre die Vermutung gedussert, dafi der Defekt fiir geniigend grofles
(festes) Geschlecht g, etwa g > 10, stets unbeschraenkt ist.) Bis auf den genauen
Wert fiir den Defekt war Lauters Ergebnis fiir ¢ = 3 sicher Serre bereits bekannt
(s. seine Arbeiten), und sie konnte eben nicht das &mbiguity of signProblem l6sen,
auf das Serre seinerzeit hingewiesen hatte. Wir gehen auf dieses Problem nicht ein.
Es wird deshalb erwéhnt, um auf die Schwierigkeiten auf dem Gebiet hinzuweisen.
Es ist von Bedeutung, weil es daran nach wie vor die allgemeine Bestimmung von
N,(3) scheitert. Stattdessen wird fiir jedes q die Existenz eines Funktionenkdorpers
vom Geschlecht 3 mit entweder sehr vielen oder sehr wenigen rationalen Punkten
gesichert.

7.2 Ein Satz von Kummer

Wir stellen ein elementares Verfahren zur expliziten Ermittlung der Primdiviso-
ren vom Grad eins eines globalen Funktionenkorpers vor. Die Grundlage dieses
Verfahrens ist ein Satz von E. Kummer. Wir verwenden die Notation von Kapitel
6 und weisen insbesondere auf die Bemerkung 6.3.2. hin.

7.22. Satz. (Kummer)Es sei F' ein Funktionenkdrper und F' = F(y) eine alge-
braische Erweiterung mit y ganz iber Op und p(T) € Op[T| das Minimalpolynom
von y tber F'. Dariber hinaus sei

P(1) = [[ (1)

die Faktorisierung von $(T) in irreduzible Faktoren tiber F (d.h.: Die ~; sind
irreduzible, normierte, paarweise verschiedene Polynome in F[T| und ¢; > 1).
Man wdihle normierte Polynome p;(T) € Op[T] mit der Eigenschaft

P(T) =%(T) und degpi(T) = v(T).



60 KAPITEL 7. UBER DIE ANZAHL DER PRIMDIVISOREN VOM GRAD EINS

Dann existieren Primdivisoren P; von F' fir die gilt:
PP, wily) e P f(P| P) > degvi(T).

und P; # Pj fir i # j. Nimmt man an, daff mindestens eine der beiden folgenden
Prdimassen erfillt wird

1. ¢=1firi=1,...,r,
2. {1,y,...,y" 1} ist eine Ganzheitsbasis fiir P.

Dann ezistiert genau ein Primdivisor P; mit P; | P und (y) € P, fir1 <i <r.
Die Primdivisoren Pi,..., P, sind alle Primdivisoren von F', die tiber P liegen
und man erhdlt
COTLFI/F(P) = ZQ’Pi,
i=1
d.h. ¢; = e(P; | P). Der Restklassenkorper Fy, = Op, [ P; ist isomorph zu F[T)/(v(T)),
und infolgedessen f(P; | P) = deg~;(T).

Beweis. Siehe [81] ,II1.3.7. Ein Fall des Satzes von Kummer ist fiir praktische
Berechnungen von besonderer Bedeutung:

7.23. Korollar. Es sei o(T) = T" + [, 1(2)T"" + ... + fo(z) € K(2)[T] ein
irreduzibles Polynom iber den rationalen Funktionenkorper K (x). Wir betrachten
den Funktionenkorper K(x,y)/K, wobei y die Gleichung p(y) = 0 erfillt und ein
Element o € K mit der Eigenschaft f;(«) # oo fiir alle j mit 0 < j <n—1. Wir
verwenden die Bezeichnung P, fir den Primdivisor von K(x), die Nullstelle von
x — ain K(x). Man setzt voraus, daff das Polynom

0a(T) :=T" + for(@)T" " + ...+ fola) € K[T]

folgende Faktorisierung im Polynomring K[T):
pa(T) = [ [ wi(T)
i=1

mit irreduziblen, normierten, paarweise verschiedenen Polynomen ¢;(T) € K|T].
Dann erhalten wir:

1. Zu jedem i =1,...,r existiert ein eindeutig bestimmter Primdivisor P; von
K(z,y) so daff v — o € P; und ¢;(y) € P,. Das Element x — « ist ein
Primelement von P; (d.h. e(P; | P,) = 1), und der Resklassenkdrper von P,
ist isomorph zu K[T|/(¢i(T)). Dann gilt: f(P; | P) = degy(T).
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2. Falls deg ;(T) = 1 fir mindestens eini € {1,...,r}, dann ist K der exakte
Konstantenkorper von K(z,y).

3. Falls o (T) n = degp(T) verschiedene Wurzeln in K hat, dann ezistiert

zu jedem [ mit 9o (B) = 0 ein eindeutig bestimmter Primdivisor P,z von
K(z,y) so daff

r—a€Py,g und y—p € P,p.

P, s ist ein Primdivisor von K (z,y) vom Grad 1.

Beweis. Wir setzen F' := K(z) und F' := K(z,y). Die Annahme f;(a) # oo
besagt, daf8 y ganz iiber Op_, und das Polynom ¢, (7') ist ¢(7"). Wir nehmen also
e, =1fiiri =1,...,r an und mit dem Satz von Kummer folgt die Behauptung.l.

7.24. Beispiel. Wir betrachten Kleins Quartik iiber Fg und beispielsweise den
Primdivisor P = z—1. Wir fiihren eine Reduktion modulo P durch und betrachten
f(x,y) mod (z — 1)Fs[z,y]. Nach 6.3.2 erhalten wir das Polynom f(z,y) = y>+
y + 1. Die Faktorisierung dieses Polynoms iiber Fg mit einem erzeugenden w fiir
die zyklische Erweiterung Fg /Fy ergibt:

—

flz,y) = (z +w)(z+w?)(z +wh)

Aus diesem Ergebnis 148t sich schlieflen, daf} iiber dem Primdivisor P = = — 1
von Fg(z) vom Grad eins drei unverzweigte Primdivisoren vom Grad eins vom
Funktionenkorper F' = Fg(z, p) mit f(x, p) = 0 existieren. Diese Primdivisoren
sind: P, = (z—1,p—w), P = (x—1, p—w?), Py = (x—1, p—w*). Durch Reduktion
modulo P fiir alle Primdivisoren P von Fg(z) und anschlieBende Aufzihlung
ermittelt man Nprp, = 24. Wir wir aus 7.14.3. wissen, betrégt der Wert der
Oesterlé—Schranke fiir Ng(3) 24. Das ist einer der Griinde fiir die Bedeutung
dieses Funktionenkdrpers

Eine algorithmische Darstellung des Satzes von Kummer ist:
7.25. Algorithmus. (Berechnung der Primdivisoren vom Grad 1)
Eingabe: Die definierende Gleichung eines Funktionenkirpers F/[F,.

Ausgabe: Die Primdivisoren vom Grad 1 von F/F, .

1. (Primdivisoren fir die Reduktion) Bestimme die Elemente N des Konstan-
tenkdrpers, die Nullstellen der Ordnungsdiskriminante sind. Bilde die Men-
ge R der Primdivisoren vom Grad eins von F,(x), so dafs fir alle v —o; € R
mit 1 <1 < q die Bedingung o; € N erfillt ist.
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2. (Reduktion modulo P) Fihre die Reduktion modulo P fir jedes P € R
durch.

3. (Faktorisierung) Faktorisiere das Bild der Reduktion modulo P.

4. (Ende) Ausgabe der Primdivisoren vom Grad 1 von F/F,. Terminiere.

7.3 Methoden

In diesem Abschnitt berichten wir iiber verschiedene Ansétze, die angewandt wer-
den, um Funktionenk6rper mit vielen Primdivisoren vom Grad eins zu konstruie-
ren, bzw. zu ermitteln. Die einzelnen Methoden kénnen nicht im Rahmen dieser
Arbeit diskutiert werden. Entsprechende Literaturhinweise begleiten jedoch die
Vorstellung der Methoden. Die Zuordnung erfolgt nach der zugrundeliegenden
Theorie bzw. Ansatz und orientiert sich an der von van der Geer und van der
Vlugt angegebenen Einteilung [87].

1. Klassenkorpertheoretische Methode. Die Konstruktion globaler Funk-
tionenkorper mit vielen Primdivisoren vom Grad eins unter Verwendung
der Klassenkorpertheorie, insbesondere von Strahlklassenkorpern, geht auf
Serre zuriick. In 4.1. wurde der Adele-Raum Ay eines Funktionenkorpers
definiert. Bei dieser Methode konstruiert man abelsche Erweiterungen des
Funktionenkorpers F/k, die bestimmte Strukturen im Adele-Raum beriick-
sichtigen. Ein Merkmal der konstruierten Funktionenkoérper ist das vorge-
gebene Verzweigungsverhalten. Die Methode wurde von Serre [69], Schoof
[67], Lauter [47], Niederreiter und Xing [57] und Auer [2] u.a. angewandst.

Eine weitere Methode verwendet Drinfeld- Module vom Rang 1. Die Metho-
de wurde von Niederreiter und Xing [58] eingefiihrt. Fiir eine Einfithrung in
die Theorie der Drinfeld-Module siehe [25]. Wenn man Erweiterungen eines
rationalen Funktionenkorpers betrachtet, kann man gute explizite Ergeb-
nisse erreichen.

2. Faserprodukte wvon Artin — Schreier — Erweiterungen Die Definiti-
on eines Faserproduktes findet man in [31],I1.3.3. Ausgehend von einem
Funktionenkorper F/F, betrachtet man bei dieser Methode Artin-Schreier-
Erweiterungen Fy iiber F/F, definiert durch Fy = F(«), wobei « eine
Lésung einer Gleichung o —a = f ist und f aus einer bestimmten Teilmen-
ge L C L(D) des Funktionenkérpers F,(x) fiir einen geigneter Divisor D
ist. Die Faserprodukte sind ganz verzweigte Erweiterungen von F' und aus
diesem Grund erwartet man viele Primdivisoren vom Grad eins. G. van der
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Geer und M. van der Vlugt [88], [90],[89], [86], Shabat [72] und Stichtenoth
[80] u.a. haben diese Methode angewandst.

3. Funktionenkorpertirme Es handelt sich um eine Kombination von Artin-
Schreier- und Kummer-Erweiterungen oder Kérperkomposita von Kummer-
Erweiterungen. Die Funktionenkdrper werden explizit angegeben. Funktio-
nenkorpertiirme werden z.B. von Garcia und Stichtenoth [23], Niederreiter
und Xing [57], Ozbudak und Stichtenoth [59] und Thomas [82] behandelt.

4. Weitere Methoden

(a) Formeln fiir N,(1) und N,(2) [70].

(b) Explizite Kurven Es gibt explizite Funktionenkérper, dessen Eigen-
schaften weitgehend bekannt sind: Kleins Quartik, Hermitesche Funk-
tionenkdrper und Kummer- bzw. Artin-Schreier-Erweiterungen. Man
sucht nach Polynomen f(x) € F,[z], fiir die eine Artin-Schreier-Erweiterung

Zaiypi = f(l') X(Fq) =D, o, Qm 7£ 0
1=0

viele Primdivisoren vom Grad eins hat. Computerorientierte Untersu-
chungen ermdglichen auch empirische Versuche mit dem Ziel, explizite
Kurven zu bestimmen. Referenzen auf dem Gebiet der explizit defi-
nierten Funktionenkorper sind u.a.: [22], [28], [27], [71], [98].

(¢) Quotientenkdrper Hermitesche Funktionenkorper sind die Grundlage
fiir die Konstruktion dieser Funktionenkorper. Siehe [28] und [24] u.a.

(d) Deligne— Lustig— Kurven Die Suzuki und die Ree Kurven sind Verall-
gemeinerungen der Hermiteschen Kurven bzw. Funktionenkorper. Die
Deligne-Lusztig-Kurven umfassen diese Typen von Funktionenk6rpern.
Von Bedeutung bei diesem Ansatz ist die Untersuchung der Automor-
phismengruppe. Die Deligne-Lusztig-Varietiten wurden, im Zusam-
menhang mit der Codierungstheorie, von Hansen eigefiihrt: [29]. Die
Methode wird in [45] von Lauter angewandt und erldutert.

(e) Elliptische modulare Kurven. Man betrachtet nicht einzelne el-
liptische Kurven sondern die Menge aller Isomorphismusklassen ellip-
tischer Kurven und definiert damit eine algebraische Kurve. Aus der
Untersuchung von Funktionen und Differentialformen auf dieser Va-
rietéit lassen sich Aussagen iiber die Eigenschaften elliptischer Kurven
ableiten. Analog untersucht man Kurven vom Geschlecht g > 2. Fi-
ne Einfiihrung in die Theorie der modularen elliptischen Kurven findet
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man in [75]. Die Methode wurde u.a. in [90] angewandt. In diesem Arti-
kel wird auch der Zusammenhang der Untersuchungen auf dem Gebiet
der Kurven mit vielen rationalen Punkten mit der Codierungstheorie
besonders hervorgehoben.

7.4 Normalformen-Untersuchung

In theoretischer Hinsicht untersucht dieser Ansatz den Zusammenhang zwischen
der Anzahl der Primdivisoren vom Grad eins Ng/, bzw. den Schranken fiir N,(g)
und der Severi—Varietét V,,, sowie der Modulvarietét M, (k) iiber F,. Ein Haupt-
merkmal dieser Methode ist die Konstruktion der definierenden Gleichung des
Funktionenkorpers und 148t sich unter die expliziten Untersuchungen einordnen.
Es ist im allgemeinen keine Methode um Funktionenkorper mit vielen Primdivi-
soren vom Grad eins zu konstruieren, sondern eine Methode um ganze Klassen
von Funktionenkorpern zu untersuchen. Auf dieser Grundlage kann man, unter
anderem, Funktionenkorper von vorgegebenem Geschlecht konstruieren und nach
der Untersuchung der Anzahl ihrer Primdivisoren vom Grad eins, dann durch eine
geignete Konstantenkorpererweiterung neue Funktionenkoérper mit vielen Prim-
divisoren vom Grad eins konstruieren.

Ein wichtiger Aspekt ist, dafl eine Normalform Schranken fiir den Grad in beiden
Variablen bietet. Auf dieser Grundlage kann man andere Methoden anwenden,
um gezielt Funktionenkoérper mit vielen Primdivisoren vom Grad eins zu kon-
struieren. Man hat eine Schranke fiir den Grad eines Divisors des zugrundelie-
genden rationalen Funktionenkérpers und eine Grundform fiir die anschliefende
Erweiterung. Durch geeignete Wahl des Divisors und der restlichen Koeffizien-
ten 148t sich das Verzweigungsverhalten festlegen. Eine andere Moglichkeit ist
die Konstruktion von Gleichungen durch Erzeugung eines Zufallspolynoms im
rationalen Funktionenkorper, die als Koeffizienten in die Normalform eingesetzt
werden. Die Methode ist geeignet, um Informationen fiir Datenbanken von Funk-
tionenkorpern hinsichtlich codierungstheoretischer- bzw. kryptographischer An-
wendungen zu ermitteln. Unter Beriicksichtigung der Punkte der Varietdt Mg(k)
kann man die Anzahl und den Wert der Koeffizienten der definierenden Gleichung
einschrianken. Dadurch entstehen Fragen des Typs: Haben elliptische Kurven iiber
Fy» mit der j-Invariante 0 mehr rationale Punkte als elliptische Kurven mit an-
deren j-Invarianten? . Die analoge Frage beziiglich der Igusa—Invarianten ist auch
von Bedeutung. Die Grenzen der Methode liegen darin, dafi es in diesem Zusam-
menhang noch zahlreiche ungeldste Fragen gibt.



Kapitel 8

Anwendung

8.1 Algebraisch-geometrische Goppa Codes

Die Codierungstheorie ist eine der interessantesten Anwendungsgebiete der Theo-
rie der globalen Funktionenkorper. In diesem Abschnitt bieten wir eine elementare
Einfiihrung in die Codierungstheorie. Dariiber hinaus zeigen wir an einem Bei-
spiel, wie man einen algebraisch-geometrischen Goppa—Code konstruiert. Fiir eine
Einfiihrung in die algebraisch-geometrische Codierungstheorie verweisen wir auf
(26, 93, 85, 51, 55, 81, 83]. Ein algorithmischer Ansatz, insbesondere zum Thema
Decodierung findet man in [18, 73].

Unter ' verstehen wir den n-dimensionalen F;-Vektorraum. Die Elemente a € Fy
sind n-Tupel @ = (a4, ... ,a,), a; € F,.

8.1. Definition. Ein Code C' (iiber das Alphabet F,) ist ein linearer Unterraum
von Fy. n ist die Lénge von C' und £ ist die Dimension von C' als F,-Vektorraum.
Ein [n, k], Code ist ein Code der Lange n und Dimension k. Die Elemente aus C
heilen Worter.

Der Vektorraum I wird mit einer Metrik d (Hamming—Abstand) versehen:
8.2. Definition. Fiir a,b € F} ist

d(a,b) == [{i]l1 <i<n, a; #b}
. Das Gewicht w(a) wird definiert als

w(a) :=d(a,0) = |{i|]l <i<mn, a; #0}

65
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8.3. Definition. Ein [n, k];Code C als linearer Unterraum von Fy in dem die
Metrik d definiert ist, wird als linearer Code C' mit Parametern [n, k, d], bezeich-
net.

Die Effektivitét eines fehlerkorrigierenden Codes wird anhand der Informations-
rate k/n von C' gemessen. Aus den Definitionen folgt, daf3

d = min{w(a)la € C, a # 0}

Diese Metrik wird als minimaler Abstand bezeichnet und wird verwendet um
die Effektivitét eines fehlerkorrigierenden Codes zu messen. Als Untervektorraum
besitzt C eine F,-Basis. Eine k£ x n Matrix, die als Zeilen k Basiselemente von C'
enthélt, wird als erzeugende Matrix von C' bezeichnet. In der folgenden Definition
bezeichnet <, > das kanonische Skalarprodukt in Fy.

8.4. Definition. Es sei C ein linearen Code. Der duale Code C'* wird definiert
als

1. —
C-:={belF;| <ab>=0, VaeC}

Die Parameter eines dualen Codes C* sind [n,n — k,d'],. d' ist nicht notwendig
gleich d.

8.5. Definition. Eine erzeugende Matrix H von C* heifit Priifmatrix von C.

C* ist ein [n,n — k,d'], Code und infolgedessen ist die Priifmatrix von C' eine
n — k x n Matrix vom Rang n — k. Die Priifmatrix erméglicht eine Aussage iiber
die Zugehorigkeit eines Wortes zum Code C', ndmlich

C={uel,H u =0}

hier bezeichnet «! die Transponierte von u. Der Bestimmung der Parameter eines
Codes wird in der Codierungstheorie grosse Bedeutung beigemessen. Man ist an
Unterrdume von F von einer groffen Dimension im Verhéltnis zur Dimension des
gesamten Raumes interessiert. In diesen Unterrdumen sollte auch d im Verhilt-
nis zu n grofl sein. Es gibt obere und untere Schranken fiir die Parameter eines
[n, k, d], Codes mit vorgegebenen Metrik d. Einige dieser Schranken berticksichti-
gen die Charakteristik des zugrundeliegenden Kérpers andere nicht. Ein einfaches
Beispiel ist die Singleton — —Schranke :

8.6. Proposition. Es sei C ein linearer [n, k,d], Code und H seine Prifmatriz.
Es gilt:n —k >d—1.
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Beweis. r = n — k ist der Rang von H, also die maximale Anzahl an linear un-
abhéngigen Zeilen.[]

Eine untere Schranke fiir die Informationsrate n/k eines Codes ist die Gilbert-
Varshamov-Schranke. Eine Arbeit von Tsfasman et al.[84] zeigte, daf diese Schran-
ke, unter Verwendung von Codes iiber ein Alphabet mit mehr als 49 Elementen,
iibertroffen werden kann. Codes, die auf globale Funktionenkérpern basieren, wer-
den (algebraisch)- geometrische Goppa-Codes genannt.

Es sei F//IF, ein globaler Funktionenkorper vom Geschlecht g . Wir betrach-
ten P,...P, Primdivisoren vom Grad Eins von F/F, und bilden den Divisor
D=P +---+P,. Essei G € D(F/k). supp(G) bestehe aus Primdivisoren vom
Grad Eins und es gelte supp(D) Nsupp(G) = 0.

8.7. Definition. Der geometrischer Goppa—Code C,(D,G) fiir die Divisoren
D, G wird definiert als

Ce(D,G) :={x(P),...,2(P)|v € L(G)} C Ty
Die Parameter [n, k, d], von C¢(D,G) lassen folgende Abschitzung zu:
8.8. Proposition. Es sei C.(D,G) ein [n,k,d|, Code. Es gilt
k = dimG — dim(G — D) und d > d* =n — deg(G)

Der Parameter d* wird als der designierte Minimalabstand bezeichnet. Wir fiihren
die Codes Cq(D, G) ein. Diese sind die Codes, die von Goppa zuerst eingefiihrt
wurden.

8.9. Definition. Der Code Cq(D, @) fiir die Divisoren D, G ist die Abbildung
o : Q(G — D) — Fy definiert durch

a*(Q) := (Resp,(w), - .. , Resp,(w)) C Fy

8.1.1 Konstruktion eines Goppa—Codes

Codes iiber Fyr sind in der Praxis von besonderer Bedeutung weil die Implemen-
tierung der zugrundeliegenden Arithmetik effizient ist. Wir konstruieren einen
Code iiber Fgy Dies wird in zwei Schritten geschehen: Als erster Schritt konstru-
ieren wir einen Funktionenkorper (bzw. eine Kurve) mit vielen Primdivisoren vom
Grad eins (Fgq-rationalen Punkte). Hier wird insbesondere die Bedeutung der ex-
pliziten Berechnung der Primdivisoren vom Grad eins eines Funktionenkorpers
deutlich.
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[. Wir betrachten den Korper Fg4 mit einem primitiven Element w fiir die multi-
plikative Gruppe. Dann wéhlen wir den Divisor D = 2P, 4+ 2P, + 2P; von Fgy ()
mit P, = z,P, = x + w?, P3 = 2 + w!. Die entsprechende rationale Funk-
tion ist f(z) = 2® + 2* + 2%, Wir kontruieren die Artin-Schreier-Erweiterung
f(z,y) = y*> +y + f(z). Die Kurve enthilt 81 Fg4-rationale Punkte und ist vom
Geschlecht 1. Da die Oesterlé —Schranke fiir Ng4(1) den Wert 81 hat, ist der
entsprechende Funktionenkorper optimal. Die Fgy-rationalen Punkte sind in der
folgenden Liste enthalten: P, = («, §) mit a, f € Fgy stellt die gemeinsame Null-
stelle von © — a und y — [ dar. Fiir den nicht im Endlichen liegenden Punkt
verwenden wir die projektive Schreibweise Py, = (v, §,7) mit «, 3,7 € Fgq.
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P61 — (w48,w53) P62 — (w51,w50)
P63 — (w51,w53) P64 — (w52,w31)
P65 — (w527w59) P66 — (w547w9)
P67 — (w547 w27) P68 — (w557 w25)
P69 — (w557w58) P?O — (w57,w25)
P71 — (w57, w58) P72 — (w59,w29)
P73 — (w59,w44) P74 — (w60,w29)
P75 — (w607w44) P76 — (w617w22)
P77 — (w617w46) P78 — (w627w11)
P79 — (w627w23) PSO — (1,w21)
=

X
=
|
vi—‘
&
IS
[N}
~—

II. Wir definieren den Code C.(D,G). Der Divisor D wird definiert als D =
Py + --- 4+ Py also die Summe iiber alle endlichen rationale Punkte. Die Linge
n des definierten Codes ist 80. Der Divisor G wird definiert als G = 23P,, mit
0 < m < 80. Die Parameter des Codes sind [80, 23, d > 80 — 23]44. Eine Basis fiir
den Riemann-Roch-Raum £(23P,) ist:

{1, 2,2, 23 2%, 25, 2% 27, 28, 2% 210 2! (23 + 22 + ), (z* + 23 + 2y), (2° + 2* +
a?y), (a® + 2® + 2%y), (a7 + 2° + 2'y), (2® + 27 + 2y), (2° + 2° + 2%), ("% +
¥ + 2Ty), (2 + 210 + 2By), (2 + 2 + 2%), (2 + 2" + 20%)} Und damit
ist die erzeugende Matrix eine 23 x 80 Matrix. Jede Zeile enthélt die Werte der
Funktionen aus dem Riemann—Roch—Raum an den P; Punkten.

8.2 Beispiele

Samtliche Berechnungen wurden mit dem Computeralgebrasystem KASH[40] auf
eine Intel P3 mit 500 Mhz und 500 RAM durchgefiihrt.

8.2.1 Ein rationaler Funktionenkorper

Wir betrachten folgende Primdivisoren vom Grad eins des rationalen Funktio-
nenkorpers Fy (z):

P=x-0, P,=x—1, P;=x—2.Wirbilden den Divisor D =2P,+2P,+2P;.
Diesem Divisor entspricht die rationale Funktion f(z) = 2% + 2* + z%. Dann kon-
struieren wir eine Erweiterung y* + a(z)y + f(x). Durch eine geeignete Wahl von
a(z), und zwar a(x) = z* +z + 1, bestimmen wir das Verzweigungsverhalten: Die
Diskriminante ist D(z) = (x + 2)*. Durch Anwendung der Riemann-Hurwitz—
Formel erhalten wir:

29 =-2-6+(B-1)+B-1D+B-1)+B-1)+3—1)+2=0. Wobei
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die Stelle P,, durch einen Beitrag eines Summanden 3 — 1 = 2 beriicksichtigt
wurde. Die folgende Tabelle enthélt Daten iiber Np/g,. Die letzte Zeile enthélt
die Rechenzeiten fiir die Bestimmung der Primdivisoren vom Grad eins.

lq= [ 9]
Serre—Schranke 10
Oesterlé—Schranke 10
Ihara—Schranke 10
Ngr, 10
T= 10ms

Es wird darauf hingewiesen, dafl die Wahl des Koeffizienten a(x) = = + 1 zu
einem Funktionenkorper vom Geschlecht 2 fiihrt. Dieser Funktionenkorper enthélt
wenige Primdivisoren vom Grad eins: 13 von 21 moglichen nach Oesterlé. Die
Artin-Schreier-Erweiterung, die durch die Wahl von a(x) = 1 konstruiert wird,
ist vom Geschlecht 3 und wird spéter behandelt.

8.2.2 Ml(F4) und NF/EN‘

Zur Tabelle eins: Wir betrachten die Modulvarietdt M (Fy). Thre Elemente wer-
den in der ersten Spalte der Tabelle eingetragen. In der zweiten Spalte werden die
definierenden Gleichungen der elliptischen, globalen Funktionenkorper iiber F, bis
auf [F,-Isomorphismen eingetragen. Die folgenden Spalten enthalten die Eintrige:
Die erste Zeile bezeichnet den exakten Konstantenkorper Fyr mit 4 < 4" < 2048.
Die folgenden Zeilen enthalten die entsprechende Anzahl Ng/p, der Primdiviso-
ren vom Grad eins. Das Ablesen des Eintrags in der ersten Zeile ermoglicht einen
Vergleich von Np/x,, mit [P'(F, )| =¢" + 1.

Die zur Klasse der Funktionenkorper vom Geschlecht 1 iiber F; gehérenden Schran-
ken werden in der Tabelle 2 aufgefiihrt. Die Oesterlé— Schranke beriicksichtigt den
Satz von Fuhrmann-Torres.

Die Tabelle 3 enthélt die zur Tabelle 1 entsprechende Werte fiir 2048 < 4" <
32768.
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| j| F/Fy | q=4[8]16]32[64] 128|256 | 512 | 1024 |
0] y*+y+a® 9 [9] 9[33[81]129]225]513] 1089
0|y +y+a’+w 1 |9 9[33]81129]225 513 | 1089
0| y*+y+a’+ua 5 [5]25]25[65 145|225 | 545 | 1025
0| ¢*+y+swr 5 | 9[17]33]65] 129|257 [ 513 | 1089
0|y’ +y+a’+ao+tuw 5 [5]25]25[65 145|225 | 545 | 1025
0|y’ +y+a’+wrtw 5 | 9[17]33]65] 129|257 [ 513 | 1089
0| ¢y*+wy+a? 3 |9[21]33]57]129]273[513] 993
0y’ +wy+a®+w 7 [9[13]33]73]129 273|513 1057
1y +ay+a°+1 8 |4]16]44 |56 | 116 | 288 | 508 | 968
1|y +ay+a®+we®+1 | 2 [4]16]44[56 | 116 | 288 | 508 | 968
wl P t+ay+a’+w 4 [8]16|32]72[128] 240 | 512 | 1072
wlyY+oy+d+wr+w | 6 | 8|16 [32] 72| 128|240 | 512 | 1072

Tabelle 1 Ml(F4r) und NF/IF4r mit 4 S 4r S 1024.

| q= 4] 8]16[32] 64] 128256 | 5121024 |
Serre—Schranke 9142544 81 ] 151289 | 558 | 1089
Oesterlé—Schranke | 9 | 14 | 25 | 44 | 81 | 151 | 289 | 558 | 1089
Thara—Schranke 9173365129257 | 513 | 1025 | 2049

Tabelle 2 N (1) mit 4 < 47 < 1024.

| j| F/Fy | q=2048 | 4096 | 8192 | 16384 | 32768 |
0]y +y+a® 2049 | 3969 | 8193 | 16641 | 32769
0| y’+y+a’+w 2049 | 3969 | 8193 | 16641 | 32769
0|y’ +y+a’+ua 1985 | 4225 | 8065 | 16385 | 33025
0] y*+y+aiwr 2049 | 4097 | 8193 | 16129 | 32769
0|y +y+®+or+w 1985 | 4225 | 8065 | 16385 | 33025
0 y*+y+ad+wr+w 2049 | 4097 | 8193 | 16129 | 32769
0] y?+wy+a? 2049 | 4161 | 8193 | 16257 | 32769
0y +wy+ad+uw 2049 | 4033 | 8193 | 16257 | 32769
Ly +ay+a°+1 2116 | 4144 | 8012 | 16472 | 33044
1|y +oy+2® +wa?+1 | 2116 | 4144 | 8012 | 16472 | 33044
wly+ry+®+w 2048 | 4032 | 8320 | 16576 | 32896
wly+ay+a®+wr®+w | 2048 | 4032 | 8320 | 16576 | 32896

Tabelle 3 M (F;) und Np/g,, mit 2048 < 47 < 32768.
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Serre—Schranke 2139 | 4225 | 8374 | 16641 | 33131
Oesterlé-Schranke | 2139 | 4225 | 8374 | 16641 | 33131
Ihara—Schranke 4097 | 8193 | 16385 | 32769 | 65537

Tabelle 4 N, (1) mit 2048 < 47 < 32768

8.2.3 M;(Fy) und Np/g,

Es sei k = Fy mit w als erzeugendes Element der multiplikativen Gruppe. Wir kon-
struieren einen elliptischen Funktionenkorper mit vielen Primdivisoren vom Grad
eins unter der Voraussetzung 7 = 0. Wir betrachten die Weierstrass-Normalgleichung

(@, y) =y* + anzy + any + azox® + an” + aox + ag
Aus der Definition und der Wahl von j folgt, dafl a;; = agy = 0 gilt. Wir erhalten
fi(z,y) = y* + any + azx® + a0z + ag

Die restlichen Koeffizienten bestimmen wir durch die Wahl des Divisors D =
P+ P+ P; von Fo(z) mit P, = x+1, P, =x+w’ und P3 = 7+ w'.
Die entsprechende rationale Funktion ist f(z) = 23 + z + 2. Dann setzen wir
ap1 = 1 + w® +w” = 0. Der Funktionenkdrper F'/Fy wird definiert durch

gz, y) =9y +2° + 2 +2

Der Wert der Oesterlé—Schranke fiir No(1) betrégt 16, genau so wie die Serre—
Schranke. Der Funktionenkorper ist optimal. Die 16 Primdivisoren vom Grad eins
sind in der folgenden Liste enthalten.

P =<1/z,y > P=<z,y+1>
Py=<ux,y+2> Pi<r+wy+w?>
Pi=<z+wy+wl> P=<z+wly+1l>
Pr=<z+wly+2> P=<z+uwlyt+w?>
P9<x+w3,yw6,1]> P10:<33+2,y+w2>
Pio=<z+2,y+wt> Pyp=<z+wdy>
Ps=<z+wly+1> Pyu=<z+wly+2>
P15:<33+w7,y> Pg=<zxz+1,y >
T= 0 ms



74 KAPITEL 8. ANWENDUNG

8.2.4 Stellen vom Grad eins in einem Funktionenkorper
vom Geschlecht 3

In 8.2.1. wurde die Artin—Schreier—Erweiterung definiert durch y* + y + 2® +
2* + 22 konstruiert. Die folgende Tabelle enthilt Information iiber die Anzahl der
Primdivisoren vom Grad eins. Die letzte Zeile enthélt die Rechenzeiten fiir die
Bestimmung der Primdivisoren vom Grad eins.

lq= | 3 | 9] 27| 81 | 243 | 729
Serre—Schranke 13 28 58 | 136 337 892
Oesterlé—Schranke | 10 28 58 | 136 337 892
Ihara—Schranke 11 28 77| 225 667 1995
Ngr, 4 28 28 | 28 244 892
T= 10ms | 10ms | 10ms | 10ms | 30ms | 70ms

8.2.5 Stellen vom Grad eins in Funktionenkérpern vom
Geschlecht 4

Wir untersuchen einige Funktionenkorper aus der Klasse der Funktionenkorper
F/F, vom Geschlecht g = 4 iiber F, der Charakteristik x (F,) # 3. Aus die-
ser Klasse untersuchen wir nicht-hyperelliptische Funktionenkoérper. Die Funktio-
nenkorper werden unter Verwendung der Normalgleichung f(z,y) = y* +a(z)y +
b(z) € Fy[z][y], d.h.:

y? 4 (our® + 32 + r® + oz + ag)y+

Bex® + Bsa® + Bz + B3a® + Bo® + Brx + Bo

definiert. Die Koeffizienten a(x),b(x) € F,[x] wurden durch ein Zufallsverfahren
ermittelt. Anschlielend wurde der Funktionenkérper erzeugt und es wurde iiber-
priift, ob der erzeugte Funktionenkdrper tatséchlich vom Geschlecht 4 iiber I,
war.

Die Tabelleneintriage gliedern sich in Zeilen des folgenden Inhalts:

Die erste Zeile enthilt die Zahl ¢ fiir F/F,.

Die zweite Zeile enthilt den Koeffizient a(x).

Die dritte Zeile enthilt den Koeffizient b(z).

Die vierte Zeile enthilt die Diskriminante D(x)

Die fiinfte Zeile enthilt den Wert der Serre-Schranke.

Die sechste Zeile enthilt den Wert der Oesterlé-Schranke. Die Oesterlé-Schranke
wurde berechnet unter Beriicksichtigung des Satzes von Fuhrmann und Torres.
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Die siebte Zeile enthélt den Wert der Thara—Schranke. Wenn die Bedingung

4 > (q¢ — /q)/2 nicht erfiillt ist, wurde dieser Wert nicht berechnet und die

entsprechende Zeile ist nicht vorhanden.

Die achte Zeile enthélt die Anzahl Np der Stellen vom Grad Eins.

Die neunte Zeile enthilt die Rechenzeit zur Ermittlung von Np/r, in Stunden.

Beispiele fiir q= 33554467 ¢ = 33554467 ist die erste Primzahl,

406 und ist nicht von Bedeutung.

die grofler als
22 = 33554432 ist. Der Wert der Thara-Schranke fiir N33554467(4) ist 100 663

q = 33554467 8.2.2.1.
a(x) =" +a +2® +x
b(z) =2+ +at+ 23+ +x+1
D(x) = (2 + 3328234627 + 24715938z + 29249769)-
(2% + 262497752% + 2619590227 + 2411611125+
239978025 + 25066306z* + 21096667x3+
2598641622 + 156861562 + 31364908)
Serre-Schranke fiir N,(4) = 33 600 808
Oesterlé-Schranke fiir N,(4) = 33 566 053
Nrw, (4) = 33 556 807
T:1,45h
q = 33554467 8.2.2.2.
a(z) =0
b(z) = 2° + 12920702° + 187113102 + 184327392°+
1431576022 + 184774312 + 20134528
D(z) = (z + 1397342)%(x + 15300519)%(x + 19325562)%-
(x + 19660032)%(x? + 12717549z + 796723)2
Serre-Schranke fiir N,(4) = 33 600 808
Oesterlé-Schranke fiir N, (4) = 33 566 053
Nrs, (4) = 33 557 224

T: 1,12 h
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q = 33554467 8.2.2.3.

a(z) = x* 4+ 1613812823 + 399332422 + 13893386z + 14611664

b(z) = 3355446625 + 58456285 + 3075458z + 796499313+
2453529922 + 77975422 + 1687823

D(z) = (x + 24346622)-
(z* + 41762102 + 1667538222 + 9074360z + 32855866)-
(7 + 249087932 + 9632362° + 15688741x+
3132914323 + 1718785522 + 4636760z + 16399092)
46367602 + 16399092)

Serre-Schranke fiir N,(4) = 33 600 808
Oesterlé-Schranke fiir N,(4) = 33 566 053
Nryw, (4) = 33 557 449
T: 1,55 h

q = 33554467 8.2.2.4.

a(z) = z* + 26160794z + 194929332 + 8870081z + 1742865
b(z) = 335544662° + 82875312 + 323912323 + 35995742%+
28183624x + 14236150

D(z) = (x + 9135113)(z + 12347687) (z + 31047334)-
(2° + 259522482° 4 2975159127 + 595405125+
301800922° 4 9825062x* + 225797723+
2970127822 + 7122003z + 1410830)

Serre-Schranke fiir N, (4) = 33 600 808
Oesterlé-Schranke fiir N,(4) = 33 566 053
Nryp, (4) = 33 559 699
T:1,45h

q = 33554467 8.2.2.5.

a(r) = z* + 48707272% + 152207702%+
16867445z + 18950748
b(x) = 335544662° + 241281102° + 88605852+
1621297923 + 2545046122 + 11641003z

D(z) = (2% + 2042897z + 11046527)-
(1% + 652103229 + 40078322° + 2194965127+
2650687625 + 211783192° + 1239556021+
29867907z + 276364362 + 361604z + 19908565)

Serre-Schranke fiir N,(4) = 33 600 808
Oesterlé-Schranke fiir N,(4) = 33 566 053
Nije, (4) = 33 561 509

T: 1,47 h
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7

q = 33554467 8.2.2.6.

a(z) = 2t + 3207415723 + 2544548822 + 20862568x + 11681747

b(z) = 2® + 21477842° + 119740972 + 310967922+
31298351z2 + 20527247z + 3948781

D(z) = (z + 18321109)-
(2% + 24770749z + 31475922)-
(2% + 1845604122 + 32262066x + 4549261)-
(25 + 292949542° + 76521652 + 518249223+
1168772722 4+ 20661288z + 23011941)

Serre-Schranke fiir N,(4) = 33 600 808

Oesterlé-Schranke fiir N,(4) = 33 566 053

Ny, (4) = 33 553 156

T: 1,55 h
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CI(F/k)
CI"(F/k)
COTLF//F (P)
deg P
deg D

deg,, (f)
dim D
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Adele-Raum eines Divisors A
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Charakteristik des Korpers K
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Menge der Divisorklassen vom Grad n von F'/k
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Grad von der Stelle P

Grad vom Divisor D bzw. von der Klasse [D]
Grad eines Polynoms f(z,y) beziiglich y

Dimension des Riemann-Roch-Raums £(D)
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k

Menge der Kurven vom Grad n und Geschlecht g
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