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KAPITEL 1

Einleitung

Das Bestreben, Algorithmen in der Zahlentheorie zu entwickeln, war schon zur
Zeit der griechischen Antike weit verbreitet, was unter anderem die Schriften von
Euklid und Diophant! belegen. Im Laufe der Zeit wurden Beispiele ein immer
wichtigeres Hilfsmittel zur Erschliefung der Theorie, so dafi Algorithmen mehr
und mehr an Bedeutung gewannen und heute in vielen Bereichen der Mathematik
ein eigenstandiges Forschungsgebiet sind.

Als Begriinder der algebraischen Zahlentheorie kann wohl C. F. Gaufl mit sei-
nem berithmten Werk Disquisitiones Arithmeticae [Ga] bezeichnet werden. Auch
er legte Wert auf die Berechenbarkeit theoretischer Ergebnisse. Nach Gaufl ha-
ben sich viele grofle Mathematiker mit der algebraischen Zahlentheorie befafit und
wunderbare und tiefliegende Aussagen bewiesen. So bezeichnet Hilbert die ,, Theo-
rie der Zahlkorper® als ein ,,Bauwerk von wunderbarer Schonheit und Harmonie®
[Hi].

Zu Beginn dieses Jahrhunderts wurde der Berechenbarkeit von Invarianten al-
gebraischer Zahlkorper durch die explizite Formulierung von Algorithmen mehr
Aufmerksamkeit gewidmet. So hat G. F. Voronoi [Vo| schon um die Jahrhundert-
wende einen effizienten Algorithmus angegeben, mit dem fiir gewisse Zahlkorper
die Einheitengruppe bestimmt werden kann. FEine der herausragenden Personen
auf dem Gebiet der algorithmischen bzw. konstruktiven Zahlentheorie war H.
Zassenhaus? [Po94], der sich intensiv mit den konstruktiven Problemen der alge-
braischen Zahlentheorie beschéftigte und zusammen mit anderen Mathematikern
die ersten Algorithmen fiir die Bestimmung von Ganzheitsbasis [Za, Bo], Einhei-
tengruppe [PoWeZa, PoZa77| und Klassenzahl [PoZa85] beliebiger algebraischer
Zahlkorper formulierte.

'Diophant schrieb um 250 v. Chr. eine Serie von 13 Biichern, Arithmetica.
2H. Zassenhaus verstarb am 21.11.1991.
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Die Kenntnis einer Ganzheitsbasis ist fiir die konstruktive algebraische Zahlentheo-
rie von besonderer Bedeutung, denn im allgemeinen wird eine solche bendtigt, um
weitere Groflen, wie die Klassenzahl oder die Einheitengruppe eines Zahlkorpers,
zu bestimmen. Es existieren zwar Algorithmen, die eine solche Basis berechnen
konnen [Za, Bo, Fo87, Fo92], sie sind aber aus mehreren Griinden fiir die Be-
rechnung einer Ganzheitsbasis in Korpern hoheren Grades (Grad > 50) nur sehr
bedingt einsetzbar. In allen allgemeinen Methoden zur Ganzheitsbasenberechnung
eines Zahlkorpers mufl neben anderen Schwierigkeiten die Polynomdiskriminante
eines den Korper erzeugenden Polynoms soweit faktorisiert werden, bis alle qua-
dratischen Faktoren bekannt sind. Dies ist meist ein recht aufwendiges Problem.
Im Rahmen dieser Arbeit werden wir fiir die in der Klassenkorpertheorie wichti-
gen Kummererweiterungen, also fiir Relativerweiterungen der Form & = F(/),
wobei F ein algebraischer Zahlkérper mit (, € F ist, ein spezielles Verfahren zur
Bestimmung der ganzen Elemente og von £ vorstellen. Bei dieser Methode kann
das Problem der Faktorisierung grofler Zahlen weitestgehend vermieden werden.
Es miissen nur vergleichsweise kleine Zahlen faktorisiert werden.

Wir werden einen Algorithmus angeben, der fiir eine gegebene Kummererweite-
rung £/F zunichst ein or—Erzeugendensystem von og berechnet, und dann auch
eine Ganzheitsbasis von og bestimmt. Anwendung findet das Verfahren bei ver-
allgemeinerten Kummererweiterungen, womit alle abelschen Erweiterungen vom
Grad n eines algebraischen Zahlkorpers F mit (, € F behandelt werden koénnen.
Damit ist es dann moglich, fiir beliebige Radikalerweiterungen eine Ganzheitsbasis
zu bestimmen.

Die Ergebnisse dieser Arbeit sind Verallgemeinerungen der entsprechenden Aus-
sagen iiber relativquadratische Erweiterungen algebraischer Zahlkorper, die der
Autor dieser Arbeit im Rahmen seiner Diplomarbeit [Da] behandelt hat. Die
Verallgemeinerung baut auf der Theorie der Kummererweiterungen [Ha26, He]
auf. Um die notigen Aussagen beweisen zu koénnen, wird das Hassesche , Lokal
— Global* Prinzip benutzt. Wir werden dazu gewisse Aussagen fiir die von Hen-
sel eingefiihrten p—adischen Zahlen [Hen] beweisen und diese Ergebnisse dann auf
den Zahlkorperfall {ibertragen. Dabei werden uns zunéchst ausschlieSlich Kum-
mererweiterungen von Primzahlgrad beschéaftigen. Dieser Spezialfall wird es uns
dann ermoglichen, den allgemeinen Fall einer Kummererweiterung und beliebige
Radikalerweiterungen zu behandeln.

Eine grofle Anzahl von Beispielen zum Abschlufl der Arbeit wird die Leistungs-
fahigkeit des Verfahrens unterstreichen. Es wurden mit diesem Algorithmus Ganz-
heitsbasen von Korpern € mit [€ : Q] > 1000 bestimmt und Korperdiskriminanten
mit mehreren 1000 Stellen berechnet.



KAPITEL 2

Grundlagen

In diesem Kapitel stellen wir einige theoretische Grundlagen fiir die weitere Arbeit
bereit und definieren die wichtigsten Begriffe.

1. Kreisteilungskorper

Wir werden nun kurz die fiir diese Arbeit wichtigsten Ergebnisse aus der Theo-
rie der Kreisteilungskorper zusammenfassen. Da die Ergebnisse einer mittlerweile
stark vereinheitlichten Theorie entspringen, verzichten wir jeweils auf Literatur-
verweise. Alle aufgefiithrten Aussagen konnen in [CaFr, Ko, La65, La86, Na, Ne]
nachgelesen werden.

DEFINITION 2.1. Sei n eine natirliche Zahl. Fine primitive n—te Einheitswurzel
Cn st eine Nullstelle des Polynoms

t" —1€Z[t],
fiir die C¥ #1 (0 < k < n) gilt. Der algebraische Zahlkérper Q((,) heifit der n—te

Kreisteilungskdrper.

Der Ganzheitsring or eines Kreisteilungskorper F ist sehr einfach. Gilt F = Q((,)
fiir n € N, so erhalten wir or = Z[(,,] mit Diskriminante

0F = nap(n)/ pr(n)/(pfl),
pln

wobei ¢ die Eulersche ¢p—Funktion sei.
Wir werden im weiteren immer wieder auf Kreisteilungsképer der Form Q((,) mit

3
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p € P zuriickkommen. Wichtig bei diesen speziellen Kreisteilungskorpern ist fiir
uns die Zerlegung von Primzahlen in Primideale.

SATZ 2.2. Sei p € P eine Primzahl und F = Q((,) bezeichne den p-ten Kreistei-
lungskdrper.

(i) Es gilt por =pP* mit p = (1 — (,)or und f(p/p) = 1.
(i) Zu g € P\ {p} sei f € N die kleinste Liosung von ¢ =1 mod p. Dann
qilt qor = Py - ... P, mit paarweise verschiedenen Primidealen p;, wober

r=(p)/f und {(p;/p) = [ firl <i<r gelten.

2. p-adische Koérper

Die im folgenden wiedergegebenen Aussagen iiber p—adische Koérper entnehmen
wir [Ca, Ko, Na, Ne, PoZa89]. Ist (K, |-|) ein bewerteter Korper, der eine endliche
Erweiterung von Q, fiir ein p € P ist, so bezeichnen wir K als einen p-adischen
Korper.

Fiir einen solchen Korper definieren wir

(i) ox :={z € K | |z| <1} als den Ring der ganzen Elemente in K,
(ii) px := {z € o | || < 1} als das maximale Ideal in ox.

Ferner bezeichnen wir mit vk () die zu K gehorige exponentielle Bewertung. Als
den Restklassenkorper von K bezeichnen wir dann den Faktor ox/px, wobei wir die
Charakteristik dieses Korpers als die Restklassencharakteristik von K bezeichnen,
welche immer positiv ist.

Zwei wichtige Invarianten einer (endlichen) Erweiterung £/K p-adischer Kérper
sind die Diskriminante 0,/ und die Differente D /x. Die Differente ist das inverse

Ideal der Codifferente

D7k ={a € L] Trg/x (aoc) C oxc}.

Die Norm Ng/x (Z)g/,c) der Differente bezeichnet man als Diskriminante. Da o
und ox Hauptidealringe sind, ist es in der Literatur auch iiblich, die Diskriminante
einer Erweiterung £/K iiber die Diskriminante einer ox—Basis von o, zu definieren.
Da die Diskriminante einer solchen Basis nur modulo dem Quadrat einer Einheit
in ox eindeutig ist, wird die Diskriminante der Erweiterung £/K in diesem Fall als
Element des (multiplikativen) Faktors ox/UZ definiert. Ist d - U2 die so definierte
Diskriminante, so gilt

dO;C == Dg/lc.
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Fiir unsere Zwecke ist die schwichere Idealdefinition N,k (@E/;C) jedoch vollig
ausreichend.

Ist @ € £ mit charakteristischem Polynom f,(t) € K[t] gegeben, so bezeichnen
wir dg/ic(a) == fl(«) als die Differente des Elements a.

SATZ 2.3. Ist L/K eine Erweiterung p—adischer Kérper, so gilt
D =< dejc(a) | a € op mit L =K(a) >,,,

d.h. die Differente der Erweiterung L/K ist dasjenige Ideal in oz, das von allen
Differenten dg (o) mit £ = K(a) erzeugt wird.

Die Bedeutung der Differente spiegelt sich in der folgenden Aussage wieder.

SATZ 2.4. Sei L/K eine Erweiterung p—adischer Kdrper. L/K ist genau dann

verzweigt, wenn v (Qa/ic) > 0 qult. Dies wiederum ist dquivalent zu vi (Da/ic) >
0.

Fiir eine Erweiterung £/K von p-adischen Kérpern hat der Ring o, eine relativ
einfache ox—Basis. Ist ndmlich 7z € o mit |7z|, = max{|z|, | = € p.} gegeben,

und ist {3y, ..., Bjc/x)} C ok ein vollstindiges Restsystem von (oz/pz)/(ox/pi),
so gilt

(2.1) oc = [{m3; |0 <i<e(£/K)und 1< j< f(ﬁ/lC)}L’c ,

wobei ¢(L/K) der Verzweigungsindex und f(£/K) der Trigheitsgrad der Erweite-
rung L/K ist.

Man kann alle p—adischen Zahlkérper aus algebraischen Zahlkoérpern K gewinnen,
indem fiir ein passendes Primideal p € Px die p—adische Vervollstindigung K, ge-
bildet wird. Dieser Zusammenhang ist eine Anwendung von ,Krasners Lemma“.
Wir fiithren fiir einen so dargestellten p—adischen Zahlkorper die folgenden Bezeich-
nungen ein:

DEFINITION 2.5. Seien L, K algebraische Zahlkérper mit I C L und p € P ge-
geben.

(i) ox(p) := KnNox, heifit der Ring der p—ganzen Elemente in K.
(i) 0£(p) := Nyep, gpipos 0c(P) bezeichnet man als den Ring der p—ganzen Ele-
mente in L. Hierbei sei o (B) entsprechend Punkt (1) gegeben.



6 2. GRUNDLAGEN

Fiir den Ring der p—ganzen Elemente in £ gilt eine zu (2.1) dhnliche Aussage.

LEMMA 2.6. Es sei L/K eine Erweiterung algebraischer Zahlkérper und p ein
Primideal in ox mit pog = Py' - ... - P, Gilt L = K(6) fir eine Nullstelle
eines normierten irreduziblen Polynoms f(t) € ox(p)[t] mit

1f(0)lg, =1 (1<i<y),

s0 ist 1,8,... , 658" eine ox(p)-Basis von oz(p).

Da wir spater auch Kummererweiterungen p—adischer Korper betrachten werden,
gehen wir abschlielend nochmals kurz auf Kreisteilungskérper im Zusammenhang
mit p—adischen Korpern ein. Hierzu zitieren wir die folgenden beiden Aussagen.

LEMMA 2.7. Seip € P\ {2} eine Primzahl.

(1) Q, enthdlt die (p — 1)~ten Einheitswurzeln.
(ii) Q, enthdlt keine p—te Einheitswurzel.

Es stellt sich nun die Frage, wie der Kérper Q, (¢p) aussieht, wenn ¢, eine primitive
p-te Einheitswurzel in Q, ist. Wir erhalten das folgende Lemma:

LEMMA 2.8. Sei p € P beliebig gegeben. Gilt F = Q((,) und p = (1 — (,)or, so
folgt

Fo=Q (<p>-
Die Erweiterung Q,((,)/Q, ist total verzweigt mit Verzweigungsinder p — 1 und
Trégheitsgrad 1.

3. Hilbertsche Verzweigungstheorie

Wir wollen nun kurz auf die Hilbertsche Verzweigungstheorie in p—adischen Zahl-
korpern eingehen. Hierfiir sei £/K eine galoissche Erweiterung p—adischer Korper
mit Galoisgruppe Gal (L/K).

Gewisse Untergruppen der Galoisgruppe sind von Bedeutung fiir die Differente.
Um diesen Zusammenhang zu untersuchen, fithren wir die folgende Definition ein.

DEFINITION 2.9. (1) Fir i€ Ny definieren wir
®; (L/K) :={g € Gal(L/K) | g(x) —xz cp" Vazcos}

als die i-te Verzweigungsgruppe von L/K.
(1) Wir bezeichnen &y (L/K) als die Trigheitsgruppe von L/K.
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Die Verzweigungsgruppen bilden eine absteigende Kette von Untergruppen der
Galoisgruppe Gal (L/K):
Gal(L/K) D B, (L/K)D...26,(L/K)D....

Hierbei sind nur endlich viele Verzweigungsgruppen nicht trivial und der Fixkorper
der Triagheitsgruppe &q (L/K) ist die maximal unverzweigte Erweiterung von K
in £. Das folgende Lemma stellt die Verzweigungsgruppen &; (£L/K) fiir i > 1 in
den Kontext der sogenannten i—ten 1-Einheiten.

LEMMA 2.10. Sei i € N. Definiert man die Menge U;(L) der i—ten 1-Einheiten
in L durch U;(L) := 1+ p., so gilt

&, (£/K) = {g € Gal(L/K) | g(x)z™" € Us(L) Yz € o\ {0},

Unsere lokalen Betrachtungen schlieffen wir mit dem folgenden wichtigen Ergebnis.

SATZ 2.11. Fiir die Differente ® /¢ von L/K gilt D = Pz, wober m durch

m =38 (/) - 1) = iueﬁi (/K)] ~ 1)

gegeben ist. Hierbei sei t mazimal mit &, (L/K) # {id} gewdhlt.

4. Relativerweiterungen

Da wir uns in dieser Arbeit mit Kummererweiterungen algebraischer Zahlkorper
beschéftigen, wollen wir einige wichtige Aussagen iiber Relativerweiterungen im
allgemeinen auffiihren.

Analog zur lokalen Theorie ist die Differente ©, ¢ einer Erweiterung £/K eine
wichtige Invariante. Auch hier ist sie definiert als das inverse Ideal der Codifferente

Dy =1{a € L] Trgx (aog) C ok}

Als Diskriminante 0./¢ der Erweiterung definieren wir dann die Norm der Diffe-
rente

0c/k = Ngyk (@ﬁ//c) .
Fiir Diskriminante und Differente von Relativerweiterungen gelten dann analog zu
p—adischen Koérpern die folgenden wichtigen Aussagen.

SATZ 2.12. Seien L und K algebraische Zahlkérper mat IC C L.

(1) Ein Primideal B € P, ist genau dann in LK verzweigt, wenn vy (@ﬂ/]c) >
0 gilt.
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(ii) Ein Primideal p € Py ist genau dann in L/K verzweigt, wenn v, (DE/K) >0
(iii) ?tha € L mit charakteristischem Polynom f,(t) € K[t] gegeben, so definie-
ren wir dg (o) = fl(a). Dann gilt
Do =<dgc(a) | a€op mit L=K(a) >,, .
(iv) Fiir B € P ist
20 (@L/zc) = vy (@Lgp/lcp) ;

wober p durch p = ox NP gegeben ist.

Da der Ganzheitsring eines algebraischen Zahlkorpers im allgemeinen kein Haupt-
idealring ist, kénnen wir nicht garantieren, daf fiir eine Relativerweiterung £/K
der Ring o, ein freier ox—Modul ist.

BEISPIEL 2.13. Setzt man £ = Q(v/5,1/10) und K := Q(/10), so ist oy kein
freier ox—Modul [Ed|. Weitere Beispiele fiir solche Erweiterungen sind in [Da]
und [DaPo94| zu finden.

Allgemeiner gilt nach H.B. Mann [Ma, MaHa| sogar der folgende Satz.

SATZ 2.14. Sei IC ein algebraischer Zahlkérper mut Klassenzahl hx # 1. Dann
existiert eine quadratische Erweiterung £ von IC, so dafl oy kein freier ox—Modul
15t.

Ein notwendiges und hinreichendes Kriterium, wann o, ein freier ox—Modul ist,
wurde von E. Artin in [Ar] gegeben:

SATZ 2.15. Sei L = K(p) fiir ein p € or. Fir L/K existiert genau dann eine
Relativganzheitsbasis, wenn das Ideal

a:= Dg/K(p)DZ/lK €Tr

das Quadrat eines Hauptideals ist.
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Sollte die Erweiterung £/K keine relative Ganzheitsbasis besitzen, so kénnen wir
dennoch eine Aussage iiber relative Erzeugendensysteme machen [Na].

SATZ 2.16. Sei L/K eine Relativerweiterung algebraischer Zahlkérper. Mit n =
(L : K] existieren dann Ideale ay, ... ,a, € I und algebraische Zahlen &, ... &, €
or mit

0 = @&y + ..+ 6,6,

BEMERKUNG 2.17. In [BoPo| wurde ein Algorithmus angegeben, der diese ,Nor-
malform“ berechnet.
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KAPITEL 3

Kummererweiterungen

In diesem Kapitel werden Kummererweiterungen algebraischer Zahlkorper unter-
sucht, also Radikalerweiterungen £/F vom Grad n mit Q((,) C F. Unser Ziel ist
es, fiir eine solche Erweiterung ein or—FErzeugendensystem von og zu bestimmen.
Bevor wir dies im allgemeinen Fall tun, werden wir Erweiterungen von Primzahl-
grad betrachten und das Problem fiir solche 16sen. Hierauf aufbauend kénnen wir
dann die allgemeinen Kummererweiterungen behandeln. Wir werden also im wei-
teren folgender Konstellation unsere Aufmerksamkeit widmen:

£ = F(yn)

M=KnQ()

Q

Zunéachst erwidhnen wir jedoch einige interessante Aussagen iiber Kummererwei-
terungen. Der folgende Satz ist in [Ha67, La65, CaFr| zu finden.

Satz 3.1. Ist F ewn algebraischer Zahlkorper mit ¢, € F, so ist jede zyklische
Erweiterung £/F vom Grad n von der Form

£ = F(¢i)

fiir ein passendes y € or. Ist £ eine abelsche Erweiterung vom Grad n tber F, so
existieren ny, ... ,ny € Nmit ny-...-np =n und py, ..., € or mit

£=F (i, ..., W)

11
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Wir bezeichnen dann E/F als verallgemeinerte Kummererweiterung.

Es wird spéater wichtig sein, den Erzeuger einer Kummererweiterung mit gewissen
Bedingungen zu wihlen. Dabei wird uns das folgende einfache Lemma leider
Schranken setzen [Ko|.

LEMMA 3.2. Es ser F ein algebraischer Zahlkorper mit ¢, € F. Fiir pu,n € F mat
t" — p und t" — n irreduzibel in F|t] gilt:

F(/n) =F(/n) <= Ja € F,r € Zmit ggT(r,n) =1 und p=n"a".

Im weiteren werden wir spezielle Ergebnisse iiber das Zerlegungsverhalten von
Primidealen in Kummererweiterungen von Primzahlgrad bendétigen. Das hier zi-
tierte Ergebnis ist [He|] entnommen, aber auch in [Ha26, Ha67] zu finden.

SATZ 3.3. Es seien p € P sowie F,E algebraische Zahlkérper mit ¢, € F und

& = Flyi
fir ein p € or. Firp € Pr folgt dann pog = PP, falls ggT(vy (1), p) =1 gilt. Im
Fall ggT(vy (1) ,p) = p erhalten wir:

(1) Gilt p 1 p, so folgt pog = Py - ... B, falls die Kongruenz ¥ = p mod p
eine Liosung hat, oder pog =P, falls sie keine Losung hat.
(ii) Gult p|p, so folgen mit ey := v, (p) /(p — 1):
(a) pog =Py ... B,, falls die Kongruenz z¥ = p mod p*P+t [Gsbar ist.
(b) pog = B, falls die Kongruenz P = p mod p™ fiir m = eop, aber
nicht fir m = eop + 1 losbar ist.
(c) pog = PP, falls die Kongruenz x? = 1 mod p®P nicht losbar ist.

Abschliefend fiihren wir noch eine fiir uns niitzliche Sprechweise ein.

DEFINITION 3.4. Firn € N und einen algebraischen Zahlkérper IC bezeichnen wir
mat

Po(K) ={zeK|IyeK:y"=x}

die Menge der n—ten Potenzen in K.

Diese Sprechweise wird deshalb von Vorteil sein, weil wir fiir einen algebraischen
Zahlkoérper I und ein p € P durch Wahl eines Elementes p aus ox \ P, (K) eine
Korpererweiterung £ = K(¢/i) mit [£ : K] = p erhalten, ohne dann jedesmal
darauf hinweisen zu miissen, dafl p mit [£ : K] = p gew&hlt sei.
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1. Lokale Kummererweiterungen

Wir werden nun den Ganzheitsring einer p—adischen Kummererweiterung £ /F von
Primzahlgrad p untersuchen. Fiir diese Betrachtung ist es notwendig, den Trag-
heitsgrad f(£/F) und den Verzweigungsindex ¢(€/F) zu beriicksichtigen. Dabei
konnen in unserem speziellen Fall nur die beiden folgenden Fille auftreten:

(a) Die Erweiterung £/F ist verzweigt, d.h. es gelten
¢(E/F)=p und {(£/F)=1.

(b) Die Erweiterung £/F ist unverzweigt, d.h. es gelten
¢(E/F)=1 und {(£/F)=rp.

Das Ergebnis dieses Abschnitts wird darin bestehen, dafl wir fiir diese beiden Ty-
pen von Erweiterungen eine or—Basis der ganzen Elemente in £ angeben koénnen.
Dazu bendétigen wir jedoch noch ein Kriterium, mit dem wir die verzweigten und
unverzweigten Erweiterungen voneinander unterscheiden koénnen. Der néchste
Satz, den der Leser in [Ha67] findet, wird bei dieser Unterscheidung von Bedeutung
sein.

SATZ 3.5. Es ser F ein p—adischer Kérper mit Restklassencharakteristik p und

mazximalem Ideal pr. Ist n € N gegeben, so existiert eine nur von F und n
abhéingige Zahl k € N, so daf$ fir alle o« € F quilt:

ABEeEF v (a—pF") > k= 3Ty €F : a=aqag.
Es geniigt hierbes

b2 1222 ) )

zu wahlen.

Wir sind nun in der Lage, fiir lokale Kummererweiterungen ein notwendiges und
hinreichendes Kriterium zu beweisen, das verzweigte von unverzweigten Erweite-
rungen unterscheidet. Die Aussage dieses Satzes ist an Hecke [He| angelehnt.

SATZ 3.6. Es seien F und £ p—adische Kérper mit Restklassencharakteristik p und
mazximalen Idealen pr bzw. pe. Ferner enthalte F die p—ten Einheitswurzeln, und
es gelte [€ - F| = p sowie

£ = F(o)

fir ein p € Ug. Ist ¢y der Verzweigungsindex von F iber Q,((,), so gelten:
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(a) £/F ist genau dann unverzweigt, wenn die Kongruenz

W =p mod pE’

losbar ist.
(b) E/F ist genau dann (total) verzweigt, wenn die Kongruenz

Y =p mod pR”

nicht losbar ist. Ist k = max{0 < k < eop | Iy € 05 : v* = mod p%}, so
qgilt
geT(p, k) = 1.

BEWEIS. Zunéchst bemerken wir, dafi die Kongruenz

(3.1) P =p mod pF
keine Losung fiir m > eop haben kann, denn es gilt v, (p) = ¢o(p — 1) und somit
Vp (P eo(p —1
2, e ) = Y o)
p—1 p—1
eo+1+e(p—1)
= ¢yp + 1.

Daher besitzt (3.1) keine Losung fiir m > ¢op, da sonst nach Satz 3.5 ein py € F
mit
1= o
existiert. Dies steht im Widerspruch zu [€ : F] = p.
Um die Aussage des Satz zu beweisen, werden wir im weiteren zeigen:

(a) Hat die Kongruenz (3.1) fiir m = ¢pp eine Losung, so folgt die Unverzweigt-
heit von E/F.

(b) Hat die Kongruenz (3.1) fiir m = eyp keine Losung, so ist die Erweiterung
verzweigt.

Daraus folgen die behaupteten Aquivalenzen.
Zu (a): Wir zeigen, dafl ein primitives Element p € o¢ mit v, (dg/}-(p)) =0
existiert. Dann teilt pe nach Satz 2.3 nicht die Differente D¢/, und es gilt folglich

(a).

Es sei 7 € pr \ p% ein Primelement. Definieren wir



1. LOKALE KUMMERERWEITERUNGEN 15

P P
so ist p eine Nullstelle von f(t) = <t + W%O ’y) — <7T%0> i, denn es gilt
F F

10 = (g i-n+ o) - () s

Da das Polynom f(t) die Darstellung
P p—i P P
P\ (1 o1 1
1) = — t — I
w =20 () ) -5

_ () (L)
B i:li W;?’Y

besitzt, erhalten wir wegen v, (p) = ¢o(p — 1) nun

s ((p> (%)) = vy, (0) — ()0 > 0

fiir 1 <7 < p. Daraus folgt

(1) € oF[t],

denn nach Voraussetzung ist auch der Absolutkoeffizient von f(t) ganz in F. Weil
per Definition £ = F(p) gilt, erhalten wir

feirle) = m2<p>=f'<p>=p<p+%;gv>“

1 pl P
= p(ﬁ\’@ = G VHEUr
F e

fiir die Differente von p. Damit ist £/F unverzweigt.
Zu (b): Sei k = max{0 < k < ¢p | Iy € or : ¥* = p mod p%}. Dann gilt
zunéchst k£ > 1, denn die Frobeniusabbildung

(3.2) F:or/pr — of/pr:z— aF

ist ein Automorphismus auf dem endlichen Korper ox/pr. Bevor wir beweisen,
daB £/F verzweigt ist, wenn (3.1) fiir m = egp nicht 16sbar ist, benotigen wir

ggT(k,p) = 1.



16 3. KUMMERERWEITERUNGEN

Dazu beweisen wir: Ist die Kongruenz z? = 1 mod p fiir ein 0 < f < g l6sbar,
so auch die Kongruenz 2P = 1 mod pfp+ Sei dazu n eine Losung der Kongruenz

2 =p  mod pffp
mit 0 < f < ¢g. Fiir @ € o gilt dann
(3.3) (n + D) = 0P + TPGP mod plPt,
denn aus

p
N

erhalten wir wegen

() = () o 1
Vor (p) +0+ fE+0

1)

1)

(p =
(p =

fiir 1 < k < p die Kongruenz (3.3). Da ferner die Kongruenz n* = p mod p¥% ! die
Existenz eines o € ox mit

€0+fk
(f+1)+fk>pf+(p—1)

v

o of
n’ — = arl

impliziert und die Frobeniusabbildung (3.2) ein Automorphismus ist, existieren
B,w € oF mit a + wP = frr € pr. Damit erhalten wir

(n+7hw? —p = 0P — p+ 7w
= any —|—7Tppr
= Wpff(oz—kwp)
= 7Tp]_-f+1ﬂ_0 mod ppr.

Wir haben also ggT(k,p) = 1 gezeigt.
Es bleibt somit ¢(E/F) = p zu zeigen. Dazu sei k = fp+r mit 0 < f < ¢y und
0 < r < p. Definieren wir

pr:if(\’ﬂ—v),

TF
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so teilt 7 nicht p, denn aus 7wz | p folgt p/mr € 0g. Somit wiirde |p/mx|, < 1
gelten. Aber mit |7#|, = ! (a > 1) erhalten wir:

i o N L 1/p B M 1/p B l %(Vp}-(l‘*’Yp)*up}_ (ﬁ¥+1)p))
T o EIF T = | ~7=0p = (=
£ 7/ F 7T]_— .
L 1
1\ »UPtr—Iir=p) )
- <_> - <_> = a%(p”") > 1.
« 0%

Daher gilt p/mr & og.  Ferner gilt Ng/z(p) (u—~P) und somit

1
P
F
Vp - (Ng/]—‘ (p)) = r. Ist nun a das von p und 7# erzeugte Ideal in og, so erhalten
wir

(34) TFOg g a g O¢g,

denn offenbar gelten mzoe C a und 7# { p. Damit haben wir mr0¢ C a gezeigt.
Andererseits folgt aus p, 77 € og natiirlich a C og. Da v, (Ng/]: (p)) =r > 0und

Vpr (Ng/]: (71'}')) > 0 gelten, erhalten wir

Vpr (Ng/]: (O[)) >0 Vae€a.

Also gilt Ug g a, und wir haben a # og bewiesen.
Wir haben damit gezeigt, dafl mrog kein Primideal in og sein kann, denn es gilt
(3.4). Damit ist die Erweiterung £/F verzweigt. O

LEMMA 3.7. Es seien F,E p—adische Kdrper mit mazimalen Idealen pr bzw. pe.
Ferner enthalte F die p—ten FEinheitswurzeln, und es gelte [E : F| = p sowie

£ = F (o)

fiir ein p € pr \ p%. Dann ist die Erweiterung €/F verzweigt.

BEWEIS. Aus vy, (1) = 1 folgt e(E/F) = vy, (1) = prp, ({/ﬂ) >p>1. O

LEMMA 3.8. Es seien F C & p-adische Zahlkorper mit [€ © F|] = n und Relativ-
diskriminante 3¢ 5. Ist dann {w,... ,w,} C og eine Basis von €/F mit

Yor (05/}'(”1’ o ’w")) = er (Dg/}-) ’

so wird durch wy, ... ,w, eine or—Basis von og gegeben.
BEWEIS. Sei 7y,...,n, eine Ganzheitsbasis von £/F. Dann existiert wegen
{wi,... ,wn} C o0g eine Matrix M € 0%" mit

(Wiyeoeywn) =M1y .o ymn) M.
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Fiir die Diskriminante 0¢,7 ergibt sich damit
Vc/r(Mye o ) = det(M)QDg/;(wl, cee,Wh)-
Da nach Voraussetzung v, (Dg/]—‘(&)l, - ,wn)) = Vp, (Dg/;(m, - ,nn)) gilt, folgt
det(M)? € Ur

und somit det(M) € Ur. Also ist M € GL(n,0z), und wy,... ,w, ist eine Ganz-
heitsbasis von £/F. O

BEMERKUNG 3.9. Wenn wir eine Erweiterung € /F mit € = F (/i) betrachten,
so kénnen wir immer annehmen, daff u € or \ p% gilt, wenn pr das mazimale
Ideal von or 1st.

Es sei = ary mit a« € Ur undn € Z. Sei nun k € Z so gewdhlt, daf 0 < m < p
fiir m :=n+ kp gilt. Dann gilt

e = F(¢i)

mit n = ,u7rkfp.
Fiir vy, (n) = m = 0 ist nichts weiter zu zeigen. Sonst gilt ggT(p, m) =1, und es

seien daher a,b € Z mit am + bp = 1 gegeben. Setzen wir i := 77“7r§_?, so gelten
Vor () =am +bp =1 und F(J/n) = €.

SATZ 3.10. Es seien F,E p-adische Kiorper mit maximalen Idealen pr bzw. pg.
Ferner enthalte F die p—ten Einheitswurzeln, und es gelten

(a) &= F(¢/m) fir ein p € oF \ pF,
(b) e(€/F) =p,
©) € Fl=p.

Dann erhalten wir mit 77 € pr \ px:

(1) mx 1 pu ist nicht moglich.
(i) Gilt 7 | u, so folgt

0 = [1\/5 ,WP—I]

oF

Fiir die Diskriminante gilt vy, (05/]_—> =(p—1)+ prp, (p).
(i) Gelten wx | p und 7z 1 u, so sei

k=max{0 <k <epl|IyE€or:y?=p modpkl.
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Dann gilt (vgl. Satz 3.6) ggT(k,p) = 1, und es existieren r,s € Z=° mit
rk —sp = 1. Ist v eine Losung der Kongruenz 2P = p mod p'%, so gilt mit

b }fﬁ)

dann

Og = |:17p7 7pp71j|
Ist ey der Verzweigungsinder von F iber Q,((,), so gilt fir die Diskrimi-
nante vy, (Dg/}-) =(p—1)(egp— Kk +1).

OF

BEWEIS. Zu (i): Es existiert ein o € or mit a*g/x = 0¢/#(y/1). Aus 7r { pu
und g7 (/1) = pPuP~! € Ur folgt o € Ug, und wir erhalten

0< 1, (05/}-) < Vpy (Dg/]:({'/ﬁ)) = 0.
Aus Satz 2.4 folgt nun die Behauptung.
Zu(ii): Gilt 7# | u, so folgt aus den Voraussetzungen des Satzes vy, (u) = 1.

Daher gilt \z/ﬁ‘g = max{|z|. | € pe}, was

WEPS\P?

impiziert. Aus der lokalen Theorie folgt jetzt, dal 1, ¢/u, ... , {/ﬂp_l eine or—Basis
von og ist. Der Zusatz iiber die Bewertung der Diskriminante ist evident.
Zu (iii): Es gelten 7z | pund 7z { p. Ferner seien &, r, s,, p wie in der Satzaussage

gegeben. Wegen Ng/r (*y — {/ﬁ) =P — i gilt dann

Ne/r(p) = Ngir (W}S) Nesr (v — /)

= 77 (7 = )"
Mit |mg|, = 4 impliziert dies
1/p s »|11/P
ple = [Nesr(p) = =" (v" — 1)
F F
1\ %F (W;SP(VP—N)T) e 1 —sptre\ 1P 1
- () (R
Somit folgt p € pe\p%, und 1, p, ..., pP !ist eine or—Basis von og. Um den Zusatz

iiber die Bewertung der Diskriminante zu beweisen, bendtigen wir Resultate der
Hilbertschen Verzweigungstheorie fiir lokale Korper. Aus Satz 2.11 folgt

0¢/7 = Ng/7 (@g/}'> = Ng/7 (pg) = 0%,
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wobei a durch

o0

=3 (16: (£/F) - 1)

i=0
gegeben ist. Da wir eine zyklische Erweiterung von Primzahlgrad betrachten, gilt
&; (E/F) € {{id}, Gal (£/F)} fir allei € Ny. Wir werden nun a = (peg—r+1)(p—
1) zeigen, indem wir &, (£/F) = {id} fir i > (peo—r+1) und &, (£/F) # {id}
nachweisen.
Zunichst gilt wegen ¢(£/F) = p und f(£/F) = 1 natiirlich

Vpe (1) = Vpse (Né/f (77)) Vnet.
Mit < 0 >= Gal (£/F) ergibt sich daraus

o) _ (-Gum)
’ o (o)

B » r 1— r
— <fy <—1”\/ﬁ> — <1+( Cp) W) .

Y= /u Y=
Wir untersuchen nun 7 := %{/ﬂ naher. Es gilt v, (1 —(,) = eop, denn 1 — ¢,
ist in Q,((p) ein Primelement, und

vpe (V= /1) = v (Neyr (v = /i)
= Upr (71) _M) =K.

Da nach Voraussetzung schliellich v, (1) = 0 gilt, erhalten wir

Vpe () = eop — K.

Wegen

"
(1+?7)T=1+Z(k>77k=1+7’77+?7’
k=1

gilt zunédchst (1 +7)" =1+ 7 mit 7 € pg?™". Aus ggT(r,p) = 1 folgt aber sogar
né¢ p;‘op*nﬂ. Also gelten nach Lemma 2.10

(1) Geopw (£/F) = Gal (£/F),
(2) Geopwtr (E/F) = {id}.

Wir erhalten somit Dg/7 = pg, wobei a durch

eQp—K

a= Y (|6 (E/F)—1)=(ep—r+1)(p—1)

=0



1. LOKALE KUMMERERWEITERUNGEN 21

gegeben ist. Daraus folgt
vpr (0e/7) = s (Neyr (De/7)) = vir (Neyr (pe)°)
= 1y (pF) =a=(ep—r+1)(p—1),
und der Satz ist vollstandig bewiesen. [
Zum Abschluf} dieses Kapitels werden wir eine zu dem letzten Satz analoge Aussage

fiir total unverzweigte lokale Erweiterungen beweisen.

SATZ 3.11. Es seien F,E p—adische Kérper mit mazimalen Idealen pr bzw. pe.
Ferner enthalte F die p—ten Einheitswurzeln und es gelten [€ : F] = p sowie

(a) €= F(ym) fiir ein p € or \ p%,
(b) §(&/F) =p.

Dann erhalten wir mit 77 € pr \ px:

(i) mx | p ist nicht maglich.
(i) Gilt T 1 pu, so folgt

0 = [1\/5 ,{/ﬁp’l]

iii) Gelten 77 | p und mr 1 p, so sei v € o mit ¥ = pu mod p'’r° gegeben.
br
Hierbei sei eq der Verzweigungsindex von F in Q,((,). Definiert man

V= B
p= 1= Y0

T

oF

)

so gilt
0g = [l,p,... ,ppfl]

oF

BEWEIS. In jedem Fall gilt fiir die Erweiterung £/F unter den Voraussetzungen
dieses Satzes 0¢/r = o, denn E/F ist unverzweigt.
Zu (i): Gilt 7 | p, so folgt aus den Voraussetzungen v,, (1) = 1. Dann ist die
Erweiterung aber nach Lemma 3.7 verzweigt.
Zu (ii): Wegen 7z { pp gilt 9¢/7(¢/i) = pPuP~'or = or. Daher folgt aus 3.8 die
Behauptung.
Zu (iii): Da £/F unverzweigt ist, folgt die Existenz von v aus Satz 3.6. Aus

Vpe (p) = peo — eotpe (7)) = (p— 1)eg > 0
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folgt daher p € og. Fiir die Diskriminante von 1,p, ..., pP ! gilt
0e/r(p) = pPuP~" det(M,) 0
mit (1,p,...,p7 %) = (1, /TR \r/ﬁp_l) M, (M, € FP*P). Fiir det(M,) ergibt

sich aus

s L T
lm 2
1/m20 ... *

. /7
*
*

il/ﬂgfl)eo
offenbar
P _csop=1p

dot(M) = (~1)1E, E= 00— () B
Fiir die Diskriminante d¢/7(p) impliziert dies

_eolp=1)p 2
0e/7(p) = PP~ <7rf E ) or = P17 Wor,
und wir erhalten
Yo (0e/7(p) = Py, () —eo(p = 1)p
= ¢p—1)p—eo(p—1)p=0.
Alsoist 1,p,..., pP~ ! nach Lemma 3.8 eine or—Basis von og. []

BEMERKUNG 3.12. Die Sdtze 3.10 und 3.11 sind eine Verallgemeinerung eines
Ergebnisses von Fréhlich [Fr, Na|, der das entsprechende Problem einer Ganz-
heitsbasis fiir quadratische Erweiterungen p—adischer Zahlkérper geldst hat.
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2. Semilokale Ganzheitsringe

Nachdem wir im letzten Abschnitt die lokalen Kummererweiterungen untersucht
und fiir solche den Ring der ganzen Elemente vollstdndig beschrieben haben, wen-
den wir uns nun den p—ganzen Elementen in Kummererweiterungen zu.

Hierbei werden wir zum einen die letzten Ergebnisse aufgreifen und zeigen, dafl
diese auch fiir den semilokalen Fall von Nutzen sind. Zum anderen werden wir fiir
total zerlegte Primideale die p-ganzen Elemente gesondert untersuchen.

Da wir uns im weiteren mit Kummererweiterungen algebraischer Zahlkorper be-
schéftigen, wird es von Bedeutung sein, fiir eine Erweiterung £ = F(¢/u) an den
Erzeuger gewisse Bedingungen zu stellen. Wie wir sehen werden, konnen diese
Bedingungen immer erfiillt werden. Die folgende Bemerkung liefert hierfiir die
Grundlage.

BEMERKUNG 3.13. Seien &, F algebraische Zahlkorper mit € = F(y/n) fiir ein
p € or \ P, (F) und ein p € P. Ist Il C Px endlich, so existiert ein p* € oF mit

() F (/) = F (/).
(i) vy (1*) € {0,... ,p— 1} fiir alle p € II.

Die Existenz eines solchen Elementes weisen wir konstruktiv nach. Dazu seien fiir
p €1l ein m, € oF mit

(iii) m € p\ p?,
(iv) m, & q fir alle q € IT\ {p}

und oy, € oF mit

(v) op &1,
(Vi) vq(ap) = vq (my) fiir alle q € Pz \ {p} mit vy (m,) >0

gegeben. Ist auferdem fir p € 11 ein a, € Z=° mit v, (u) — app € {0,...,p — 1}
gegeben, so folgt die Behauptung mit

Dies ist das bestmogliche Ergebnis, das wir im allgemeinen fiir den Erzeuger einer
Kummererweiterung erzielen kénnen, wenn wir fiir eine endliche Menge von Prim-
idealen die Bewertungen des Erzeugers gleichméafiig beschranken wollen. Speziell
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konnen wir
(3.5) vp(u) €{0,1}  Vpell

nicht sicherstellen. Um dies einzusehen, betrachten wir 0.B.d.A. den Fall II =
{p1,p2} und vy, () =7 (1 =1,2) mit 0 <7y < 7y < .

Angenommen, es gibe einen Erzeuger p* € F von &, der (3.5) erfiillt. Nach
Lemma 3.2 gilt dann

pt=p"al
fiir ein passendes o € F und ein n € Z \ pZ. Wegen 0 < r, 7y < p gilt vy, (1*) =1
(1 =1,2), und wir erhalten somit

L=, (,u*>=7“in+pri (a) (7::1?2)'

Diese beiden Gleichungen sind aber wegen 0 < r; < ry < p fiir ein festes n € Z,
welches zu p teilerfremd ist, nicht 16sbar.
Wir kénnen also fiir eine endliche Menge II € P# von Primidealen genau dann

vy (p) €{0,1} Vpell

sicherstellen, wenn ein r € {0,... ,p — 1} existiert, so daf fiir p € II entweder
vy () =0 mod p oder v, (1) =7 mod p gilt.

Untersuchen wir also im weiteren eine Kummererweiterung £ /F von Primzahlgrad
p mit & = F(g/i), so setzen wir

vy () €{0,...,p—1} Vpe{pePr| v(p) >0}

fiir den Erzeuger pu voraus, ohne dies nochmals explizit zu erwdhnen.

Betrachten wir nun die p-ganzen Elemente fiir total zerlegte Primideale p € Pr.
LEMMA 3.14. Es seien p € P sowie £, F algebraische Zahlkérper mit ¢, € F und

£ = Fg
fir ein p € ox \ P, (F). Firp € Pr gelte pog = Py -...-P,, und fir m € or gelte

vy (1) = 1. Dann erhalten wir

og (p) = [1,/?,--- ,pp—l]

or(p)’

wober p wie folgt gewdhlt werden kann:
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(i) Gelten p | u und p 1t p, so leistet

p= ;W
mit k = 2W ¢ N das Gewiinschte.

(ii) Gelten p{ p und p | p, so sei ¢g durch v, (p) = eo(p — 1) definiert. Dann
existiert ewn v € oF mit

P =pu  mod pPeo.

Die Aussage folgt mat
Y= u
=
(iii) Gult p 1t pu, so folgt mit p = /i die Behauptunyg.

BEWEIS. Zunéchst gilt wegen pog # PP nach Satz 3.10 ggT (v, (1),p) # 1.
Daher kann der Fall p | 1 und p | p nicht eintreten, denn dann gilt v, (p) €
{1,...,p—1} und somit ggT (v, (1) ,p) = 1. Nach Satz 3.3 folgt daraus pog = P?.
Aus pog =Py - ... - P, und der Definition der Norm folgen ferner:

(a) Gilt vy, (@) = ¢ (1 < i < p) fiir o € &, so folgt vy, () = %Vp (Ng/]: (a))
(1<i<p).
(b) Gilt v, (@) # 0 fiir ein 4 und vy, () =0 (1 < j < p,j # i) fir o € €, 50

folgt vy, (o) = 1 (Ng/]: (a)).

Mittels 2.6 beweisen wir jetzt die Behauptungen.
Zu (i): Nach Satz 3.10 gilt £ € N. Fiir das Minimalpolynom von p folgt daher

Lo=e - L ucorpi).

— 4P _
my(t) =t — —= )

Fir 1 < <p gilt

v, (m,(p)) = v, (pPP7") = vy, () + (p — Vs, (3/1/7")
= 0+ (p—1) (1, (Neyr (Y1) = v (Neyr (7))
= (P - 1) (Vp (N> — Klp (NP))
= (=1 (1 (n) —p) = 0.

Also folgt die Behauptung aus 2.6 wegen £ = F(y/p).
Zu(ii): Zunéchst miissen wir p € og (p) und damit m,(t) € ox(p)[t] zeigen. Dies
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st Aquivalent zu
(3. v (1= Y 20 (1<i<p).

Fiir diesen Schritt beachten wir, daf§ nach Voraussetzung v, (Ng/]: (fy — \/ﬁ)) =
Vp (7P — 1) > ¢op gilt und demnach wegen v — ¢/ € 0g ein i € {1,...,p} mit
v (v — \]7/“_1’) >1
existiert. Ist nun j € {1,...,p}\ {¢} gegeben, so gibt es ein o € Gal (£/F) \ {id}
mit o(P;) = P, und es gilt
o(y—yn) =7 —(yneP;,

wobei | € Ny passend gewihlt sei. Da (, eine primitive p-te Einheitswurzel ist,
erzeugt (1 — Czl,) das eindeutig bestimmte Primideal iiber p in Q((,), und es gilt

Ve, (1 — Czl,) = ¢ fiir 1 < k < p. Daraus folgt
v, (Y =) = v, (0(y = ) + (v = ) — oy — /)
min{vy, (o(y — /i) — (v = &/w) , vp; (o(v = &/w))}
= min{uy, (1= G)¢/A).1)
= min{ey, 1} =1

fir j € {1,...,p} \ {i}. Gilt nun 1 < vy, (7— \/ﬁ) =cfirein k € {1,...,p}, so
folgt analog

v

vp, (v — /i) > min{c, e} (1 <5 <p).
Falls wir v, (fy— \’/ﬁ) > ¢ fiir ein Primideal ‘B; zeigen konnen, gilt also
Vg, (’y—{/ﬁ) > e fiir 1 < j < p Istie {1,...,p} mit vy, ('y—{/ﬁ) =
max{ iy, (7 - {/ﬁ) | 1 < j < p} gegeben, so erhalten wir

1 1
v (V=) 2w (Neyr (v = m)) = (7 = )
1
> —egp = €o.
p

Also ist (3.6) bewiesen, und es folgt

o () = o () = )
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Somit gelten p € og (p) und m,(t) € ox(p)[t]. Wir untersuchen nun ‘m )“B fiir
1 < i < p. Fiir das Minimalpolynom von p erhalten wir m,,(t) = [T?_,(t — p¥) €
Ft] und es folgt

P

)= > 10— ),

Z:l] 1
J

N

Wegen p = p) ergibt sich m L(p) =1TI5Z Hp—p9) mit p—pt) =

L (1-¢) vn

Da C;J, fiir 1 < j < p eine primitive p—te FEinheitswurzel ist, erhalten wir
Fiir 1 < k < p folgt daher ‘m’p(p)‘m' =1 aus

p—1

e () = Lo (p =) = g(um(l—cm)—eo)

= Z(€0+0—20)=0.

i=1

Mit Lemma 2.6 folgt die Behauptung.
Zu (iii): Dies ist eine offensichtliche Konsequenz aus 2.6. [

LEMMA 3.15. Es seien p € P sowie £, F algebraische Zahlkérper mit ¢, € F und

£ = F(y7)

fir ein p € ox\P, (F). Fiirp € Pr gelte pog =B, und fiirm € or gelte v, (1) = 1.
Dann erhalten wir

Of(p): |:]-7p7 ,pp—l

wober p wie folgt gewdhlt werden kann:

]OJ:(P) ’

(i) Gelten p | u und p 1t p, so leistet
p= ;\%—L

mit Kk 1= # € N das Gewiinschte.

(ii) Gelten p 1 p und p | p, so sei eq durch v, (p) = eo(p — 1) definiert. Dann
eristiert ewn v € or mit

v? = pu  mod pPeo.
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Die Aussage folgt mat
p=—"

T
(iii) Gult p 1t pu, so folgt mit p = /i die Behauptunyg.

Y= Yk
[4s} :

BEWEIS. Ebenso wie in Lemma 3.14 kann der Fall p |  und p | p ausgeschlossen
werden. Daher geniigt es, die aufgefiihrten Falle zu betrachten.
Zu (i): Man beachte, dafi mit a := vy (1) wegen p | a fiir ji :== = p

e (4

nach Satz 3.3 gilt. Somit folgt

0¢ (p) = [1\/; ,\z/ﬁ”_l] .

or(p)

aus v, (f1) = 0 und Satz 3.11.
Zu (ii),(iii): Diese Félle sind direkte Folgerungen der lokalen Theorie. Der Satz
3.11 ist unmittelbar anwendbar. O

BEMERKUNG 3.16. Die Aussagen der Lemmata 3.14 und 3.15 sind ber verschiede-
nen Voraussetzungen identisch. Da die Beweise jedoch sehr unterschiedlich sind,
haben wir diese beiden Lemmata getrennt notiert.

LEMMA 3.17. Es seien p € P sowie £, F algebraische Zahlkérper mit ¢, € F und

£ = F(y)

fiir ein p € og \ P, (F). Ferner gelte pog = PP fiir p € Px, und es sei w € p\ p?
gegeben. Dann erhalten wir

o (1) = [1,0y ... o7

wober p wie folgt gewdhlt werden kann:

or(p)’

(i) Gelten p | p und p | p, so gilt ggT (v, (p),p) = 1. Sind a,b € Z=° mit
avy () — bp =1 gegeben, so leistet

]‘ a
—
1Y b \/ﬁ
das Gewiinschte. Ferner gilt

Vp (DS/F) =p—1+pv(p).



2. SEMILOKALE GANZHEITSRINGE 29

N

(i) Gelten p1p und p | p, so seien eg := ’;’E’; und

n::max{1§k<peo|5h/€0}- P = modpk}.

Dann existieren r,s € Z7° mit rk — sp = 1. Gilt fiir v € or die Kongruenz
P = mod p*, so folgt die Aussage mit

)
=
Fiir die Diskriminante ergibt sich v, (Dg/}-) =(p—1)(eop — K +1).
(iii) Gelten w|p und w1 p, so gilt ggT (v, (1), p) = 1. Ist nun v, (n) = k = sp+r,

so seien a € Z2° und b € Z=° mit ar — bp = 1 gegeben. Dann folgt die
Behauptung mat

1
p= b+as \?/'L_La'

Fiir die Diskriminante gilt vy (Dg/]-‘) =p—1.

BEWEIS. Gelten p { 1 und p 1 p, so folgt p{ 9(p) und somit p { 9¢/7. Dann gilt
aber pog # PP fiir ein P € P im Widerspruch zur Voraussetzung. Also kann der
Fall p{ 1 und p 1 p nicht eintreten.

Zu (i): Wegen v, (#pf’) = —pb+av, (1) = 1 folgt die Behauptung aus Satz 3.10.
Zu (ii): Die Aussage ist eine direkte Konsequenz aus Satz 3.10.

Zu (iii): Es gilt
w (Samt) = —plb+as) + o ()
= —p(b+as)+a(sp+r)
= —pb—pas+asp+ar
= ar—bp=1.
Also ergibt sich auch hier die Aussage wiederum aus Satz 3.10. O
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3. Globale Ganzheitsringe

In diesem Abschnitt werden wir die lokalen und semilokalen Ergebnisse verwerten,
um fiir eine Kummererweiterung £/F von Primzahlgrad ein oz—Erzeugendensys-
tem fiir den Ring og zu bestimmen.

Im weiteren seien p € P und F ein algebraischer Zahlkérper mit ¢, € F. Ferner sei
€ eine Kummererweiterung von 7, d.h. es gelte & = F (/i) mit pu € ox \ P, (F).
Wie gesehen kénnen wir nach Bemerkung 3.13

(3.7) vy () €4{0,...,p—1}  Vp € Prmity,(p) >0

annehmen.

BEMERKUNG 3.18. Da der Erzeuger der Erweiterung £/F die Bedingung (3.7)
erfillt, gilt nach Satz 3.3 fir ein Primideal p € Pr die Implikation

plpundp|p=p|0sr.

Wir fiihren die folgenden Bezeichnungen ein:

DEFINITION 3.19. Fiir £/F bezeichnen wir mit

Ag/]: = {p € Pr | Vp (ag/]:) > 0}

die Menge der Diskriminantenteiler. Ferner definieren wir die Ideale @ und ®n, .
mittels der Zerleqgung

25,2
D(W) =0 q)Ag/}—af/]:a
wobei ggT(®,Pa, ) = oF und die Implikation p | Pa,,, = p € Ag/r” gel-

ten. Dann heifst @Ag/f der Diskriminantenindex von € /F. Das Ideal (@@Ag/f)z

bezeichnen wir als den Index von E/F, und fir p € Pr\ Ag/r definieren wir
abschlieflend
2

Kp = Uy (D) =1

Desweiteren definieren wir die folgenden Abbildungen.
DEFINTTION 3.20. Fiir ein Primideal p € Ag/r setzen wir
max{0 < k < pe, | Ic € or :c? =p mod p*} ; pfpund v, (p) =ep(p—1) >0,

lp) = qvo(n) ;pluundp|p,
T s ptpund vy (p) =kp+7r>0.
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Hierber ser v wm letzten Fall minimal gewdhlt.
Es existieren dann r(p), s(p) € Z=° mit

r(p)l(p) —s(p)p = 1.

3.1. Einige Lemmata. Um die bereits erzielten lokalen und semilokalen Ergeb-
nisse verwerten zu konnen, bendtigen wir noch einige vorbereitende Lemmata, die
wir nun formulieren und beweisen werden. Ein entscheidender Punkt bei der Be-
handlung von Kummererweiterungen ist die Existenz von p—ten Potenzen modulo
gewisser Primidealpotenzen. Fiir die Verwertung der lokalen Ergebnisse im glo-
balen Fall, d.h. fiir den Fall, dafl wir algebraische Zahlkorper betrachten, ist es
notwendig, die oben angesprochenen Kongruenzen simultan zu l6sen. Das folgende
Lemma beleuchtet diesen Punkt.

LEMMA 3.21. Seien L ein algebraischer Zahlkérper und a4, ... ,a; C o paarweise
komaximale Ideale. Gelten fir p € P und o, aq, ... ,ap € op die Kongruenzen
a=af moda (1<i<k),

so existiert ein 3 € o mit

k
a =[P mod Hai.

=1

BEWEIS. Nach dem Chinesischen Restsatz existiert ein f € or mit
f=«a; moda (1<i<k).

Fiir dieses 3 gilt dann
k
a =G mod H a;

=1

wegen fF = af =a mod q; fir 1 <i< k. O

Wir kénnen nun ein wichtiges Lemma beweisen.

LEMMA 3.22. Es emistiert ein v € or mit

(i) v* = p mod p'®) fiir alle p € Agjr mit pop,
(il) 7? = " mod pP fiir alle p & Agjr und v, (p) = eo(p — 1) > 0,
(iii) v € p»”*™ fiir alle p & Agyr mit p | po.
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BEWEIS. Fiir p € Px ist eine Kongruenz der Form
2P = mod pF

genau dann in F losbar, wenn die entsprechende Kongruenz in der p—adischen
Vervollstandigung F, von F losbar ist. Daher folgt aus den Lemmata 3.15 und
3.17 zusammen mit dem gerade gezeigten Lemma die Existenz eines ¥ € or,
welches die Aussagen (i) und (ii) der Behauptung erfiillt. Nach dem Chinesischen
Restsatz existiert dann ein v € ox mit den geforderten Figenschaften. [

Es sei hier noch kurz bemerkt, daf§ fiir die Primideale p, die in Punkt (iii) von
Lemma 3.22 auftreten, stets p { 0¢/7 und p { p gelten. Sei v ab jetzt eine ganz
algebraische Zahl aus F, welche die Aussagen (i)—(iii) des letzten Lemmatas erfiillt.
Dann gilt das folgende Korollar (vgl. Definition 3.19).

KOROLLAR 3.23. Sei ein Primideal p € Pr \ Ag/r gegeben. Dann gelten:

(1) Rp € No.
(i) Definiert man

mit T € p \ p?, so gilt
O¢ (p) = |:1,pp, RN ,pgil] .

or(p)

Dariiberhinaus gilt t{p € Pz | k, > 0} < 0.

BEwEIS. Wir beweisen dieses Lemma, indem wir alle moglichen Fiélle fiir p €
Pz \ Ag/r getrennt betrachten.

(a): p|pund pip
Nach Voraussetzung gilt p { 9¢/7 und daher ggT (v, (1), p) = p. Wegen

5 (®) = o (0(g/)
= (- 1mw+0)
= %(p — Dy (w)
folgt iy = vy (®) 5205 = 20 — Dy () o2y = v () € No. Damit ist Teil (i)

der Behauptung fiir diesen Fall bewiesen. Teil (ii) ist eine direkte Anwendung von
Lemma 3.14 und Lemma 3.15.

(b): ptpundp|p



3. GLOBALE GANZHEITSRINGE 33

Wieder gilt wegen p { 0¢,7 die Relation p | v, (). Setzen wir ¢ := ’;"T(’;) als den

Verzweigungsindex von Q,((,) iiber F,, so erhalten wir v, (®) = @. Daraus
folgt

2
p(p—1)
und mit den Lemmata 3.14 und 3.15 folgt die Behauptung.

() pfuund pip

Aus der Voraussetzung folgt p { 9(¢/z). Daher gilt p { ® und deshalb x, =0 € Np.
Damit folgt die Aussage aus 3.14 und 3.15.

Es bleibt noch der Zusatz §{p € Pr | k, > 0} < oo zu zeigen. Dieser folgt jedoch
direkt aus

kp >0=>plpu  VpEPr\Ag/r.
O

Aufgrund dieses Korollars ist die folgende Definition sinnvoll.

DEFINITION 3.24. Fiir die Erweiterung £/F definieren wir

ag/7 o= [ ™

peEPF\Ag,/ 7

als den Hauptindex von E/F.
Hiermit sind die Vorbereitungen abgeschlossen.

3.2. Relative Erzeugendensysteme. Wir kénnen nun unser Ziel in Angriff
nehmen ein relatives or—FErzeugendensystem fiir og anzugeben. Dabei werden
wir im weiteren eine Anzahl von Elementen bestimmen, die ganz algebraisch und
jeweils fiir gewisse Primideale maximal sind.

LEMMA 3.25. Sei ag/r der Hauptindex von £/F. Ferner seien ein ganzes Ideal
b= pior+ Bror und 6 € oF mit

50}- = bag/]:
gegeben. Definiert man dann

pi = Bi _;/ﬁ (1=1,2),

so gelten:

(i) p; € og fiiri=1,2.
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(ii) Fir alle p € Pr \ Ag/r existieren a(p), b(p) € ox(p), so daf mit p, =
a(p)pr +b(p)p2

og (p) = [l,pp,... ,pzp’*l]

or(p)
qilt.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst py, ps € 0. Sei dazu P € Pg beliebig und p =

or N sl}
Gilt p 1 ag/r, so folgt wegen 3; € b sofort v, (6;) > 14, (b) = v, (6), und wir erhalten

vp (0:) = v (B) — v (8) + v (v — ¥

Gilt p | ag/7, so seien m € p\ p> und \; == 14 (5;) — v, (b) > 0 (: = 1,2). Dann
existiert eine Einheit a; € ox(p) mit

= WMLW (i=1,2).

Pi .

Aus Korollar 3.23 erhalten wir dann p; € ox(p), denn es gilt A\; > 0 und a; € oz(p)*
(¢ =1,2). Daraus folgt vy (p;) > 0 (i =1, 2).

Wir haben also vg (p;) > 0 fiir alle B € Pe und somit p; € og (i = 1,2) gezeigt.
Um den Teil (ii) der Behauptung zu zeigen, seien p € Pr\ Ag/r und 7 € p \ p*.
Es reicht geméfl Korollar 3.23 nachzuweisen, dafl

Yo YH
The
mittels p; und p, darstellbar ist. Dazu unterscheiden wir die beiden Félle x, = 0
und x, > 0.

Untersuchen wir zuerst den Fall k, = 0. Wegen 6 € b existieren a,b € or mit

6 =af + bfy. Es gilt in ox(p):

V= Yh
oo b = (ah + b)) I
= v—y/u
Y=k
= —
Fiir den Fall k, > 0 setzen wir
Y — /I
p="1"Y
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und erhalten og (p) = [1, ¢, ... ,qﬁp*l]of(p). In of impliziert die Definition von &
eine Darstellung

o= ZWZO) . 'ﬂ'l(ﬁp)bi
i=1
mit m € N,ng),... ,772('%) € psowie b € b fir 1 < < m. Es sel nun b; =
bgl)ﬂl + bZ@)ﬂz mi El) bgz) € or (1 <i<m)und 7r§1) . WEK”) = w7 fiir

<1 < m). Dann folgt

~— t+
D o

gewisse u; € oz (p

b6 = ngl) S wl(“")bi

=1
= S a0 S g,
i=1 i=1

= (ﬂl S wbl) + 6, S uib?)) ),
=1 =1

Setzen wir a(p) = >, uibgl) und b(p) = X7, uibgz), so erhalten wir offenbar a(p),
b(p) € ox(p) und weiter

¢ = a(p)p1 + b(p)pe.
O

BEMERKUNG 3.26. Seien p; und py wie m letzten Lemma gegeben. Dann wird
fiir p € Pr\ Ag/r durch

1,p1,... ,pf_l,/?z,--- ap'g_l
{

ein oF(p)-FErzeugendensystem von og (p) gegeben.

Als nachstes behandeln wir die Diskriminantenteiler.
LEMMA 3.27. Seip € Agjr mit ptp und p | p. Ferner seim € p\p?, und es gelte
mor = pb,

mit einem ganzen Ideal by, C ox. Ist B, € b, mit v, (fy) =0, so wird durch

(p)
— 3s(p) (7 B W)

Pp = Pp )
ewne ganz algebraische Zahl definiert, mit der durch
{17 ppa e ,p;;fl}

eine ox(p)—Basis von og (p) gegeben wird.
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BEWEIS. Wir werden neben der Aussage iiber die o(p)—Basis von og (p) zeigen,
daB vg (py) > 0 fiir alle P € Pe gilt. Daraus ergibt sich dann p, € og.
Seien B € Pg beliebig und p’ € Pr durch p’ := or NP gegeben. Gilt p’ # p, so

erhalten wir

vp (pp) = s(p)vp (B) — s(p)vyp (1) +r(p)vg (v — 1)
> s(p) (g (By) —wvip (7)) >0

wegen vy (By) > vy (7).

Gilt p’ = p, so folgt vy (B,) = 0. Dies impliziert §, € oz(p)*, und wir erhalten
wegen pog = PP nach Lemma 3.17 einerseits vy (py) > 0 und andererseits die
Behauptung bzgl. der oz(p)-Basis von og (p). O

LEMMA 3.28. Es sei p € Agjr mit p | p gegeben. Ferner sei m € p\ p* und es
gelte

Tor = pby.
Setzen wir

vp () —1(p)
o J5P) Hr(p) =5 fallspfp
s(p) fallsp | p
und ist B, € b mit v, (B,) = 0 gegeben, so wird durch

k
P )
emne ganz algebraische Zahl in £ definiert. SchliefSlich bilden die Elemente

]-7pp7"' 7p€_1

eine ox(p)-Basis von og (p).
BEWEIS. Analog zu dem Beweis von Lemma 3.27. O

Wir sind nun in der Lage, die Hauptaussage dieses Kapitels zu formulieren und zu
beweisen.

SATZ 3.29. Seien py, py wie in Lemma 3.25, und fir p € Ag/r sei p, wie in den
Lemmata 3.27 und 3.28 gegeben. Definiert man dann

Q.= {1,p1,...,p}1’71,p2,... ,pgfl}u{pp,...,pgfw p|05/]:},

so wird durch € ein or—FErzeugendensystem von og gegeben.



3. GLOBALE GANZHEITSRINGE 37

BEWEIS. Es sei 1 = nq,...,n, eine Ganzheitsbasis von or. Betrachten wir die
Menge .
Q={nw|1<i<n, weQ},

so wird durch © ein freier Z—Modul von vollem Rang in € gegeben. Daher existie-
ren wi, ... ,Wn, € 0g mit

[Q]Z =wl+ ...+ wypl.

Also gibt es gewisse v;(7) € Z (1 < j<mpund T € Q) mit

(3.8) T = i’l%(ﬂw]

Ist nun a € og beliebig gegeben, so existieren fiir ¢ € Pz und w € 2 Elemente
a(q,w) € ox(q) mit
(3.9) a=Y algww.

weN

Da ferner ny,...,n, eine Ganzheitsbasis von oz ist, konnen wir zu q € P und
w € Q mit ¢ =7Z N q Zahlen o;(q,w) € Z(q) (1 <i < n) wihlen, mit denen

(3.10) a(q,w) = jzlai(q w

gilt. Beachtet man abschlieBend, dafi {n,... ,n,} C Q wegen 1 € Q gilt, so
erhalten wir fiir ¢ € P# die Gleichheit

a > alqw)w

©

we

3.8 -

= D | 2 aa,w)v(ww;
weN \y=1

=Y %Zn: (cu(q, w)mj(w)w ))

weN \j=1l=1

38 Z Zzzaz 7717] )wﬂk(m)wk)

weN \y=11=1 k=1

= fﬂ](q, ) Z(Zﬂ] q,w )Wj:::éﬂj(q)wj

weN \j=1 7=1 \wen

Aufgrund der Wahl von o;(q,w) und v (w) gilt 8;(q) € Z(q) C Q (1 < j < np)
mit ¢ :=7ZNgq. Da q € Pr beliebig gewédhlt war, trifft dies fiir alle Primideale aus
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oF 7.
Weil die Elemente wy, ... ,w,, eine Q-Basis von £ bilden, sind die Koeffizienten
B1(q),--. , Bnp(q) eindeutig und daher unabhénig von der Wahl von q € Pr. Es
sei daher §; ;== f;(q) fiir 1 <4 < np. Damit erhalten wir wegen der Unabhénigkeit
von q € Pr

By s oy € (V Z(e) = Z.

q€P

Da o € og beliebig war, ist wy, ... ,wy,, somit eine Ganzheitsbasis von og. Also ist
Q) ein Z-Erzeugendensystem von og, und mithin wird durch € ein 0 7—Erzeugenden-
system gegeben. [

BEMERKUNG 3.30. (i) Wie im letzten Beweis schon angedeutet, ist es mittels
des relativen Erzeugendensystems sehr einfach, eine Ganzheitsbasis von og
zu bestimmen. Fiir eine Ganzheitsbasis ny, ... ,n, von or und ein or—

Erzeugendensystem 2 C og von og wird durch
Q={nw|1<i<n, weQ}

ein Z—Frzeugendensystem von og gegeben. Daraus kann man dann mait
Standardmethoden eine Ganzheitsbasis von og bestimmen.

(ii) Man bendtigt fir alle Berechnungen lediglich eine Ganzheitsbasis von og.

(i) Bet den im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten praktischen Untersuchun-
gen waren die berechneten Erzeugendensysteme tmmer relativ klein. Durch
wihrend der Berechnungen durchgefiihrte Vereinfachungen erhielten wir als
Ergebnis stets ein Erzeugendensystem Q mit p < |Q| < 3p. Bei der tber-
wiegenden Anzahl der Beispiele war || < 2p erfiillt.

(iv) Mittels eines in [BoPo| beschriebenen Verfahrens lassen sich mit Q0 ganze
Ideale ay,...,a, C Tr und algebraische Zahlen &, ... &, € € bestimmen,
so dafs

0g = &+ ..+ apép

qgilt. Wir werden spdter noch auf diesen Algorithmus eingehen.

Zum Abschlufl wollen wir noch ein kleines Beispiel fiir eine Kummererweiterung
vom gerade behandelten Typ angeben:

BEISPIEL 3.31. Wir betrachten eine Kummererweiterung des Korpers F = Q(p, (3),
wober p eine Nullstelle des Polynoms

ft)=1> -2 + 4t + 1
ser. Ist 6 eine passende Nullstelle des Polynoms

f(t) =1° + 5¢° + 18t* 4 43> + 631” + 50t + 28,
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so wird durch 6 ein primitives Element von F gegeben, und wir erhalten d0r =
—2958147 fiir die Diskriminante und hy = 4 fir die Klassenzahl von F. Eine
Ganzheitsbasis von or wird durch

2 ¢3
Wiy eon sy = 1,6,6 ,6,

1
Wy — —(—6 + 54),
2
1
we = @(12 — 546 — 736% — 686> — 466" + &°)

gegeben. Setzen wir nun

p= /123 + 445w, + 23ws3 + 12w, + 23ws + 2w,

und untersuchen € = F(u), so ergibt sich aus

30]: = (30_7: + (1 + CUQ)O]:)Z . (30_7: + (1 + wg)o;)z
2.2
q192;
por = (20F + (w4 —ws — wg)or)

(3707 + (16w + wy)or)
(20530}‘ + (1076&)1 + Ldz)O]:)
-(3983689032130]: + (138280672974w1 + w2>0]:)

= P1p2p3ps

die Relativdiskriminante

0e/F = q5pTPIPI;-

Eiwn or—-FErzeugendensystem von og wird dann durch

(5] = ].,

a2 = M,

as = ”27
1

ay = §(2+2w4+2w5 + we)(1 + p),
1

oy = g((2+2w2+w3+w5)

+(2+ wo 4+ 2w3 + wy + we)p
+(2wy + w3 + wg + 2ws + 2we)u?)

gegeben. Als Absolutdiskriminante von & erqibt sich schliefSlich

0¢ = —201551716505357141773100256933962151918850846184734522577712.
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4. Der allgemeine Fall

Wir gehen nun auf allgemeine Kummererweiterungen ein, d.h. wir untersuchen
bei gegebenem n € N fiir einen Zahlkorper F mit (, € F eine Erweiterung £ von
F, fiir die

£ = F(y)

gilt. Hierbei sei p € oF so gewdhlt, dal ¢t — p in Ft] irreduzibel ist.

Gilt n = py---pr, mit p; € P (1 < i < k), so erhalten wir den folgenden Kérper-
turm:

Wir kénnen fiir einen solchen Korperturm ein ors—Erzeugendensystem von og be-
stimmen, indem wir fiir jede Stufe ein relatives Erzeugendensystem bestimmen
und dann die Einzelergebnisse zusammenfassen. Jede Stufe ist mit der vorgestell-
ten Methode 16sbar, denn bei den einzelnen Erweiterungen handelt es sich jeweils
um Erweiterungen von Primzahlgrad.

BEMERKUNG 3.32. Eine solche Unterteilung in Teilerweiterungen kann auch bes
verallgemeinerten Kummererweiterungen (vgl. 3.1) benutzt werden.

BEISPIEL 3.33. Wir werden nun eine Kummererweiterung vom Grad 6 = 2 -3 des
Korpers F = Q(p) untersuchen, wobei p eine Nullstelle des Polynoms

f(t) =1° + 5> + 18t" + 43t° + 63t 4 501 + 28

set. Da dies der gleiche Korper wie schon in Beispiel 3.31 ust, wdhlen wir als
Ganzheitsbasis w, ... ,ws die dort angegebene Basis.
Wir definieren nun & = F(V/5) und & = E,(V/5) und wollen ein or-Erzeugenden-

system von, og, berechnen. Aus Grinden der Ubersichtlichkeit beschrinken wir uns
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auf die Angabe eines or—FErzeugendensystems von og, und eines og, —Erzeugenden-
systems von og,. Fir die Diskriminante des Korpers £, erhalten wir dann

und mait

qilt og, =

0, | = 136728651150140625

1+V5

= ]_, (65 5

[, ], . Fiir die Erweiterung E,/&, erhalten wir dann das folgende

og, ~Erzeugendensystem von og,:

B
e

Bs
Pa

Bs

Be

P

Ps

Bo

((ws + wg + ws) + (1 + ws + 2wz + w5 + 2w6)\/g)

ws 4 (2wy + wy + we)VBE) V5

2wo + wy + 2ws) + (2wg + 2wy + 2ws + QJ@)\/E)\S/gz),

(2 + 2ws + wy + we) + (2 + 2wy + 2ws + w5 + we)V5)

wa + ws + wy + 2ws + 2we) + (2ws + 2ws + we)V5E) V5

1+ 2wy + 2ws + 2wg) + (W + 2wy + 2ws + 2w6)\/g)\?/g2),

(1 + wa + 2wy) + (2 + ws + wy + ws)V5)

2 + wy 4 2ws) + (1 4 wy + ws + 2ws)V5) V5

2wy + 2wz + ws + 2wg) + (2 + wa + ws)\/g)\a/g2),

(2 + 2wy + ws + 2wy + wWs + 2we) + (2 + 2wy 4+ w3 + 2wy + ws + we)V5)
2wo + Wy + 2ws + 2wg) + (2 + 2ws + w4)\/g)\3/§

2 4 2ws + 2wz + wy + 2ws) + (2 + w3 + ws +w6)\/g)\3/gz),

(we + 2w3 + 2wy + we) + (1 + 2wy + 2w3 + 2w5)\/g)

we + 2wz + 2wys + ws) + (2 + 2we + 2wz + 2wy + w5 + QJ@)\/E)\S/E
Ws + Wi+ 2w + 205) + (24w + 205 + wy +ws)VE)VE ),

(14 w3 + wy) + (w3 + 2w4)V5)

wo + 2ws + ws + 2we) + (w2 +ws +wy + ws)\/g)%

14 ws +ws + wy + 2ws + 2w6)\/5)\752).

~ A~ N o~ A~ Y~ o~ o~ Y~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~
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Damat ergibt sich fiir £ die Absolutdiskriminante

[0g,| = 176249849011420727101753200050965001513546
716238790191709995269775390625.



KAPITEL 4

Algorithmen

Wir werden in diesem Kapitel die Algorithmen formulieren, die wir zur Bestim-
mung einer Ganzheitsbasis bzw. eines relativen Erzeugendensystems fiir Kum-
mererweiterungen £/F benotigen. Als Anwendung dieser Algorithmen werden wir
zum Abschlufl des Kapitels ein Verfahren zur Bestimmung einer Ganzheitsbasis
einer Radikalerweiterung angeben.

1. p—te Potenzen

Bei der Bestimmung eines or—Erzeugendensystems von og fiir eine Kummererwei-
terung £/F von Primzahlgrad p spielt die Bestimmung p-ter Potenzen modulo
gewisser Primidealpotenzen eine entscheidende Rolle (vgl. Lemma 3.21). Da wir
die theoretischen Ergebnisse praktisch verwerten wollen, ist es fiir diese Arbeit von
vitalem Interesse, dieses Problem effizient zu losen. Wir beschéiftigen uns daher
mit dieser Fragestellung néher.

Falls nichts anderes gesagt wird, seien p € P und F ein algebraischer Zahlkorper
mit ¢, € F. Ferner sei i € or eine algebraische Zahl, fiir die das Polynom ¥ —
in FIt] irreduzibel ist. SchlieBlich seien p ein Primideal in oz mit v, (1) = 0 und
¢p > 0 durch

% (p) =e(p—1)
definiert. Wir miissen fiir ein solches Primideal die folgenden Werte bestimmen:

(a) kp € N mit kp := max{0 < k < pe, | Ic € o : & = p mod p*},
b) v € oF mit v = . mod p*r.
p

43
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Diese Probleme werden wir in zwel Stufen behandeln. Zun&chst untersuchen wir,
wie wir entscheiden kénnen, fiir welche & € {1,... ,e,(p — 1)} die Kongruenz

(4.1) 2? = p mod p*

eine Losung hat und wie wir eine solche gegebenenfalls bestimmen konnen. An-
schliefend betrachten wir die Kongruenz (4.1) fiir Exponenten k € {e,(p — 1) +
1,...,ey,p} unter der gleichen Fragestellung.

LEMMA 4.1. Es sei K ein algebraischer Zahlkorper, und es sei p € P mit p | p
gegeben. Dann ist fir 1 < n < v, (p) die Abbildung

¢ o /Pt — o /p" x> 2P

ewn Ringhomomorphismus.

BEWEIS. Wir zeigen zuerst die Wohldefiniertheit der Abbildung ¢. Seien dazu
a, b € o mit a =b mod p” gegeben. Dann folgt aus

p—1
a? — b = (a—b) Z alpp 1
i—0

alP — bP € p”, denn nach Voraussetzung gilt a — b € p™ und p” ist ein Ideal. Wir
beweisen nun, dafl ¢ ein Ringhomomorphismus ist:

(i) oz +y) = é(z) + ¢(y)

Seien a, b € ox gegeben. Dann gilt
p—1 ) )
(a+bP =a’+> (1.)> a'bP~h 4 b
=1 t
Aus vy (p) > n und p | (’Z’) (1<i<p-1) folgt
p—1
> <p> wte pt.
i=1 \!
Dies bedeutet aber ¢((a +p™) + (b4 p™)) = ¢p(a + p™) + ¢(b+ p™).

(i) d(zy) = ¢(z)p(y)
Dies gilt offenbar.

Damit ist ¢ € End(ox/p") gezeigt. O

Wir setzen dieses Lemma nun konstruktiv um, indem wir im néchsten Satz einen
Algorithmus andeuten, der fiir den eben behandelten Fall untersucht, ob eine p-te
Potenz existiert und diese dann gegebenenfalls bestimmt.
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SATZ 4.2. Es seien ein algebraischer Zahlkorper K, p € P mitp | p undn € N mat
0 <n <, (p) gegeben. Ferner seien ox = w1 Z+...+wnl, p" =mL+...+7,Z
sowie (Wi, ... wh) = (wi,... ,wyn)Hy und (11,... ,Tpm) = (W1, .. ,wn)Hs.
Definieren wir nun

H = (H1|H2),
so qilt mit der zugehdrigen Hermate Normalform H := HNF(ﬁI) — HT (T €
GL(2m,7Z)):
Zu =" biw; eristiert genau dann ewn v € ox mit
(4.2) v’ = mod p",
wenn ein x € Z*™ existiert mit (wy, ... ,wy)Hz = B. Eine Lésung der Kongruenz

(4.2) wird dann durch v := Y (Tz)w; gegeben.

BEWEIS. Betrachten wir die Abbildung
¢ o /Pt — ok /p" x> 2P,
so ist ¢ nach Lemma 4.1 ein Ringhomomorphismus. Fiir o = 31", a;,w; € ox mit
a; € Z (1 <1 < m) gilt daher
(4.3) dla+p") =a1wf + ...+ apwt, +p".

Wir beweisen nun die behauptete Aquivalenz.
Dazu sei v = Y1 c;w; € o mit ¢; € Z (1 < i <m)und v? = [ mod p™ gegeben.
Dann gilt einerseits

Py +p") = +p",

andererseits gilt nach (4.3) aber auch ¢(y+p™) = 37, ¢;w? +p". Daher existieren
D1y .- s Pm € Z mit

(4.4) Z ciwy + Zpiﬂ'z' =0
i—1 =1

Sei f=(b1,...,by)" € Z™ mit f =31, bjw; gegeben. (4.2) impliziert dann

C1
by
H (;m =1 :
! b

Pm
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Firz:=T '(ci,...,Cm,P1,.-. ,Ppm)" erhalten wir somit
€1 €1
by
Hz=HTT'| ™ |=H| ™ | =] :
P P
. . b
Pm Pm

Also erfiillt z die Bedingung Hz = (3.
Es bleibt zu zeigen, daf

m

Y= Z(Ti)iwi

=1

eine Losung von (4.2) ist. Bs gilt HTz = (3 und somit

(45) S (T + 3 (Ta)im = b.
=1 i—=m-+1

Ferner erhalten wir ¢(y + p") = X7, (Tx);w? + p? aus (4.3). Aus (4.5) folgt mit
7=y . (Tz);m; daher

i=m-+1
Py +p") =0 —m+p"=F+p".
Wir haben also 47 + p™ = 4 p™ und somit
P =4 mod p”

gezeigt. Um aus der Existenz von z auf die Existenz von v zu schlieflen betrachten
wir den 2.Teil des gerade gefiihrten Beweises. Wir stellen fest, dafl wir ausschlie3-
lich Hz = 8 verwendet haben. Somit ist der Satz bewiesen. [J

BEMERKUNG 4.3. Die Aussagen von 4.1 und 4.2 sind fiir beliebige algebraische
Zahlkérper KC richtig. Sie gelten unabhdingig von der Bedingung ¢, € K.

Mit den letzten beiden Aussagen kann die Kongruenz (4.1) fiir Primidealpotenzen
bis v, (p) gelost werden. Hohere Potenzen werden durch die folgenden Aussagen
behandelt. Fiir diese werden wir jedoch die zu Beginn dieses Kapitels gemachten
Einschrankungen bendtigen.

SATZ 44. Es sein € {v, (p) +1,... 1 (p) + ¢, = pey}, und fiir m € ox gelte
m=1 mod p" "

Dann erhalten wir:
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(1) Gilt ey, < p, so folgt
de€orp:c?=m modp" < m=1 mod p".
(ii) Gilt e, > p, so folgt
de€or:c? =m mod p"
e Ja+p*)ep/ Tl v (1+2)P =m mod p".
BEWEIS. In beiden Fillen ist die Riickrichtung trivial. Es bleiben also lediglich
die Hinrichtungen zu zeigen. Sei dazu 0.B.d.A. m Z 1 mod p" und ¢ € or mit
 =m mod p"

gegeben. Dann gilt wegen m =1 mod p die Beziehung ¢» =1 mod p und daher
weiter ¢ = 1 mod p, weil die Frobenius Abbildung

F:or/pr — oF/pr:x — af

ein Automorphismus ist. Damit hat ¢ die Form ¢ = 14z mit z € p bzw. v, (z) > 1.
Somit erhalten wir

cP:(1+x)p—1+Z<Z>x + 2P,

=1

wobei fir die einzelnen Summanden
(1) vy ((’;)x’) = v, (p) +iv, (z) fir 1 <i <p,

(ii) vp (2¥) = pp ()

gelten. Aus v, (z) > 1 folgt v, ((i)xk) # v, (( )xl) fir 1 <k <1< p, wodurch

= (P . P
(4.6) Vy (Z()gﬂ) = mm{u,,(() )‘1§i<p}
i=1 \" ¢
= 1 (p) + 1y (7)
impliziert wird. Ferner gilt v, (x) < e,, denn wegen v, (z) > ¢, folgt

, (z (p> ) > min{up (p) + 1y (), prp (2)}

=1 L
> min{y; (p) + ¢y, pep}
= minf{e,(p — 1) + ¢y, pep} = pe, > n,
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und wir erhalten aus
P (p\
=1+ =14 ()xl =1 mod p"
=1 v

die Kongruenz m =1 mod p". Dies aber steht im Widerspruch zu unserer An-
nahme. Also erfiillt v, (z) stets v, () < ¢,. Die Aquivalenz v, (p) + v (z) =
pYp () <= 1y (z) = ¢, bedeutet speziell v, (p) + vy (z) # pvy (x). Daraus folgt

(35 (0) o) = minton 40y (0) 0y )
: — oy ().

Aus m =1 mod p* ! und m = ¢® mod p” erhalten wir &> =1 mod p” . Dies
impliziert >-%_, (i’)xz =0 mod p"~', welches zu

()

aquivalent ist. Wir erhalten schliefSlich aus

() =, (zp; <p>3:> >n—1

i—1 \?
n—1

p

& v ()

die Abschétzung

Gilt nun e, < p, so folgt wegen v, (z) € N
Vp () = ¢p,

was nicht méglich ist, da stets v, (z) < ¢, gilt. Also kann fiir e, < p der Fall m # 1
mod p” nicht eintreten.
Gilt andererseits e, > p, so folgt

¢
ep > vy () > [e, — 2],
p
Dies bedeutet aber

(o p) € (P77 ) \ {0+ 9],
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wobei wegen z € p® das Element 0 + p® ausgeschlossen werden kann.
Insgesamt impliziert dies (unter Beriicksichtigung des Falles m = 1 mod p, also

z=0)

(z+p®) € (p“"‘%]/p“’) '

Damit ist der Satz bewiesen. [

LEMMA 4.5. Es seien n € {vy, (p) +1,...,15 (p) + ¢y = pey} sowie ¢ € ox mit

& =pu modp"!

gegeben und fiir m € or gelte mc? = p mod p". FEs existiert genau dann ein

o € oF mit

wenn ewn 3 € or mit

a? =p mod p",

P =m mod p"

enistiert. Es kann dann o als ¢ gewdhlt werden.

BEWEIS. ,,==": Wir beachten v, (1) = 0. Daraus folgt wegen

%20 modp und ¢ 0 mod p,

daB ¢ eine Einheit in 0z(p) ist, und wir erhalten 2 € oz(p). Setzen wir

~ o
ﬂ:_a
&

so folgt 1 (Bp — m) > n, denn es gilt nach Voraussetzung

n

<

- ((2) )

PVp(C)"‘Vp(B—m):Vp(Bp—m)-

Also ist m eine p-te Potenz modulo p” in der p—adischen Vervollstindigung F,
von F. Dann ist m aber auch in or eine p—te Potenz modulo p”.

=" trivial. [

LEMMA 4.6. Es sei KK ein algebraischer Zahlkérper und o, c € ox, p € Px sowie
n € N gegeben. Gelten dann

(i) « = ¢ mod p",

(ii) ¢ Z0 mod p”,
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so existiert ein m € or mit

me = o mod p"T,

BEWEIS. Sei m € p \ p? und k = v, (¢). Dann existiert ein é € o \ p mit

c=ér® mod pth
Dann gilt k& < n wegen ¢ Z 0 mod p” und aus ¢ € ox \ p folgt ¢ + p"*' €
(o /p™HtH)". Ist a € ox mit ar™ = a — ¢ mod p"*! gegeben, so definieren wir
m + p"t € o /p™ T durch

m=1+ gw”—’“ mod p"*.
¢
Dann gilt

a _ a L~
mec = <1+j7r” k)czc-ﬁ—ﬂr” kerk
c c

= c+am"=c+a—c=a modp"t,

womit die Behauptung bewiesen ist. [

BEMERKUNG 4.7. (i) Fir ein gegebenes k € {1,... ,e,(p—1)} liefert der Satz
4.2 unmattelbar einen Algorithmus, der entscheiden kann, ob die Kongruenz
(4.1) fir k losbar ist, und gegebenenfalls eine solche Lisung bestimmit.

(ii) Fiireink € {ey(p—1)+1,... ,eyp} konnen wir nach Satz 4.4 unser Problem
der p—ten Potenzen relativ einfach lésen. Wir formulieren hierzu einen
Algorithmus.

ALGORITHMUS 1. (Entscheidet fiir [ € {e,(p —1)+1,... ,¢,p}, ob die Kongruenz
(4.1) fiir £ = [ 1osbar ist.)
Eingabe: [ € {ey(p —1)+1,...,ep,p} und eine Lisung ¢ € or der Kongruenz

(4.1) firk=1-1
Ausgabe: LUnldsbar® oder ,Lésbar® und ein v € or, daf§ die Kongruenz (4.1)
lost.

Schritt 1: Finde gemdfi Lemma 4.6 ein m € or mit mc? = u mod p'.
Schritt 2: Priife, ob fiir m die Kongruenz z* = m mod p' lGsbar ist.

Schritt 3: Falls die Kongruenz P = m mod p' nicht lésbar ist, terminiere mit
LUnldsbar®.

Schritt 4: Bestimme 7 € or als Lisung von 2P = m mod p'.
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Schritt 5: Setze v = yc¢ und terminiere mit ,Ldosbar”.

BEMERKUNG 4.8. (i) Da die Abbildung ® : ox/p! — or/p' : ©— (P +p')
eine Z—lineare Abbildung ist, kénnen wir m sehr einfach bestimmen.

(ii) Da die Voraussetzungen von Satz 4.4 erfillt sind, kann Schritt 2 mit einem
einfachen Test (¢, < p) oder durch einige wenige Tests (e, > p) geldst
werden.

Im Fall ¢y, < p ist die Anwendung von Satz 4.4 evident. Sonst lasse man

x ewn Restsystem von phr%’]/pe" durchlaufen und priife fir jedes Element
des Restsystems, ob 1 + x die Kongruenz erfillt. In der Praxis ist dieses
Restsystem extrem klein und ohne Probleme zu bewdltigen.

(iil) Lemma 4.5 garantiert die Korrektheit des Algorithmus.
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2. Kummererweiterungen

Wir sind nun in der Lage, Algorithmen anzugeben, die fiir eine gegebene Kumme-
rerweiterung £/F von Primzahlgrad die Relativdiskriminante 0¢/7 und ein oz
Erzeugendensystem &1,... ,&,, von og bestimmen.

Wir benutzen dazu die folgenden Bezeichnungen: Es seien p € P und F ein alge-
braischer Zahlkérper mit ¢, € F sowie £ eine Erweiterung von F mit £ = F(¢/1r)
fir ein pu € ox \ P, (K). Wie schon frither setzen wir

vy () €{0,...,p—1} Vp € Pyrmity,(p) >0

fiir den Erzeuger voraus. Unser Vorgehen ist an den Beweis von Satz 3.29 an-
gelehnt. Wir werden also in einem ersten Schritt die Relativdiskriminante 0¢,r7
bestimmen und dann fiir die Primideale, die nicht die Diskriminante teilen, Er-
zeuger pi, pa € 0g ermitteln; so dafl

Of(p) = |:17p1;--- Jpjlgilap%--- 7p}2)71:|

fiir alle p € Pr\ Ag/# gilt. Dann werden wir fiir Primideale p € Ag/# ein &hnliches
System berechnen.

Bei allen angegebenen Algorithmen bendtigen wir Standardverfahren der konstruk-
tiven algebraischen Zahlentheorie. Falls wir nicht ausdriicklich auf eine Literatur-

stelle verweisen, ist der entsprechende Algorithmus in einem der drei Standard-
werke [Co, Po93, PoZa89] zu finden.

or(p)

2.1. Die Diskriminante. Wir werden zunéichst einen Algorithmus angeben, der
fiir eine gegebene Kummererweiterung £/F die Relativdiskriminante ¢/ be-
stimmt. Dies wird in zwei Schritten geschehen. Zuerst werden wir fiir Primideale
p € Pr, fiir die v, (p) > 0 gilt, die Bewertung v, (05/]—‘) bestimmen. Analog ver-
fahren wir mit den Primidealen p € Pz \ {p € Pz | 1, (p) > 0}, fiir die v, (1) > 0
gilt. Damit haben wir fiir alle Primideale p € Pz die entsprechende Bewertung
fiir die Relativdiskriminante bestimmt, denn es gilt

p|0er = p|pu.

ALGORITHMUS 2. ( Fiir p € Pz mit v, (p) > 0 wird v, (Dg/]-‘) bestimmt. )
Eingabe: p € Pr mit v, (p) > 0.
Ausgabe:  k, € Ny mit v, (Dg/]_-> = ky. Falls v, (n) = 0 gilt, wird auferdem ein
Ky € N und v, € or mit

v =p mod ptr
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zurtickgegeben. Hierbei ist k, mazimal mit der Eigenschaft, daff eine solche Kon-
gruenz losbar ist.

Verzweigung: Bestimme ¢, als Verzweigungsindex von F, iber Q,((,) mit

v (p) = ep(p — 1).
Test: Gilt v, (1) =0, so gehe zu  Potenz”.
Direkt:  Setze ky, := pv, (p) + (p — 1) und terminiere.
Potenz:  Mittels der Methoden des letzten Abschnitts bestimme:
(a) Ky € N mit k, =max{0 <! <pe, | Ic € 0F : » =y mod p'},
(b) v € 0F : 75 = p mod prr.
Bewertung: Gilt k, = pey, so setze k, = 0 und terminiere.
Sonst setze ky, = (p — 1)(pep, — Ky + 1) und terminiere.

Wir kommen nun zu den Primidealen, die nicht im letzten Algorithmus behandelt
wurden. Diese Ideale sind erheblich einfacher zu behandeln.

ALGORITHMUS 3. ( Fiir p € Pz mit 14, (p) = 0 und v, (p) > 0 wird v, (Dg/}-)

bestimmt. )
Eingabe: p € Pr mit v, (p) =0 und vy, (1) > 0.

Ausgabe:  k, € Ny mit v, (05/]—‘) = ky.

Test: Bestimme | € {0,... ,p—1} mit | = v, (p) mod p. Giltl =0, so gehe
zu JIndex*.

Diskriminante: Setze k, := p — 1 und terminiere.

Index: Setze ky = 0 und terminere.

Damit kénnen wir nun fiir alle Primideale p € Pz mit v, (pp) > 0 die Bewer-
tung v, (Dg/}-) der Diskriminante bestimmen. Wir sind also in der Lage, fiir die

Kummererweiterung £/F die Relativdiskriminante 0,7 vollstéindig zu berechnen.
ALGORITHMUS 4. ( Die Relativdiskriminante von £/F. )
Eingabe:  F,p und p wie zu Beginn des Abschnitts angegeben.

Ausgabe:  Die Relativdiskriminante 0¢/7 = []iZ, pfp". Firp € Pr mit v, (p) > 0
ferner k, € N und v, € or wie in Algorithmus 2.
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Init:  Berechne por = [T}, pi" und por = I, qV".

Diskriminante p: Fiir 1 <1 <1 bestimme ky,, Ky, und v,, gemdff Algorithmus 2.

Diskriminante p: Fiir 1 <i < s bestimme kg, fiir q; mit v, (p) =0 gemdf Algo-
rithmus 3 und setze kg, = 0 fiir nicht behandelte g;.

Ende: Berechne 0¢/r = [[;_; pf‘” | qf“i und terminiere.

2.2. Das Erzeugendensystem. Nachdem wir die Diskriminante der Erweite-
rung bestimmt haben, wenden wir uns der Berechnung der or—FErzeuger von og
zu. Diese Aufgabe werden wir in mehreren Schritten 16sen:

(i) Berechne ein v € of, das die in Lemma 3.22 angegebenen Eigenschaften
hat.
(i) Bestimme gem#f Lemma 3.25 ein 6 € or sowie ein b C o mit

60_7: = bag/}'.

(iii) Fiir p € Ag/z bestimme 7, € p \ p® und f, € (mpox)p~" mit v, (3,) = 0.
(iv) Als letzten Schritt bestimme die in den Lemmata 3.25, 3.27 und 3.28 an-
gegebenen Erzeuger.

Die Berechnung von + fithren wir analog zu den Beweisen von 3.21 und 3.22 durch.
Bei der Bestimmung der Diskriminante haben wir fiir die Primideale p € P mit
vy (p) > 0 bereits die beiden Werte k, und ~, bestimmt. Fiir diese gelten:

(a) Ky = max{0 <1 < pe, | Ie € 0 : ? = mod p'},
(b) 75 = mod p*v.

Mittels dieser 7, formulieren wir einen Algorithmus, der ein v € oz, das den
Anforderungen von Lemma 3.22 geniigt, berechnet. Dieses Verfahren benutzt den
Chinesischen Restsatz konstruktiv. Ein entsprechender Algorithmus hierzu ist in
[Da] zu finden.

ALGORITHMUS 5. ( Berechnung von v gemifl Lemma 3.22 )

Eingabe:  {p1,...,p.} = {p € Pr | v (p) > 0} und die Werte k,, sowie ~,,
mit den obigen Eigenschaften (1 <i <r). Ferner Primideale {qi,... ,qs} = {p €
Pr\ Ae/r | vg; (1) > 0}

Ausgabe:  Ein v € or, das die Aussage von Lemma 3.22 erfillt.
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1
Init: Berechne ay == [I_, p;" und ay = < pu q;/qj (u)) ;.
Teiler von p: Mittels des Chinesischen Restsatzes bestimme v € o mit
Y=, moda (1<i<r).
Teiler von p: Bestimme mittels des Chinesischen Restsatzes v € or mit
v = & mod ay,
v = 0 mod ay

und terminiere.

Wir schlielen diese Serie von Algorithmen, mit der Berechnung eines kompletten
or—Erzeugendensystems von og.

ALGORITHMUS 6. ( Berechnung eines or—Erzeugendensystems von og. )
Eingabe:  F,p und p wie zu Beginn des Abschnitts angegeben.
Ausgabe:  Q C og mit [2] < oo und [, = o¢.

Diskriminante: Bestimme die Diskriminante 0¢/7 von € /F.
Gamma: Berechne v gemdfS Algorithmus 5.

Index: Berechne den Hauptindex ag;r von E/F. Dies ist mittels der Faktori-
sierung der Diskriminante ¢/ r moglich.

Delta: Wihle 6 € ag;r und berechne b = B10F + B0 mit doF = bag/r.
Beta: Fir p € Ag/r bestimme m, € p\ p* und B, € (mpor)p~* mit v, (5,) = 0.

Erzeuger 1.1: Berechne p; == ﬂﬂ_(f/ﬁ (1=1,2).

Erzeuger 1.2: Definiere Q) == {1,p1,..., 0% " pay... .05 '}
Erzeuger 2: Setze Qy : =0, P := Ag/r.
Anfang While: Solange P # 0:

Auswahl: Wdhle p € P und setze P := P\ {p}.

Falls v, (1) = 0: Berechne r,s € Z=° mit vk, — sp = 1 und definiere

Setze Qy 1= Qy U {py, ... ,pﬁfl}.
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Falls v, (p) =0: Sei l € {1,...,p — 1} so gegeben, daff v, () = 1
mod p gilt. Berechne dann r,s € Z2° mit rl — sp = 1 und
setze k = 5+ 7‘%. Definiere
By
o= /1
p
Setze Qy 1= Qo U {py, ... ,pﬁfl}.
Sonst:  Finde r,s € Z2° mit rv, (n) — sp = 1 und definiere
By
Pp = _’:W .
T
b
Setze Q1= Qo U {py, ... ,pﬁfl}.
Ende While:
Ende: Setze Q := Qy U Qy und terminiere.
BEMERKUNG 4.9. (1) Der hier angegebene Algorithmus ist eine Version, die

(i)

(i)

kaum optimiert 1st. Man kann die Berechnung des Erzeugendensystems
verbessern. Da dies jedoch nur zu Lasten der Ubersichtlichkeit der Dar-
stellung maoglich ist, verzichten wir an dieser Stelle auf die Prdsentation
einer optimierten Fassung. Die wesentlichen Reduktionsideen sind in (ii)
aufgefihrt.

Man kann schon durch die Wahl des Primelementes m, den fiir einen Er-
zeuger p, auftretenden Nenner beeinflussen. Wihlt man ein einziges Prim-
element w fiir alle Primideale, so erhdlt man Erzeuger, die eng miteinander
verbunden sind. Man kann dann einen neuen Erzeuger modulo schon be-
rechneter reduzieren, denn es lassen sich relativ einfach Abhdngigkeiten fir
die so bestimmten FElemente dberprifen. Im allgemeinen sind die Mengen
Qy und Qy dann so gegeben, daff man durch einfache Tests viele Flemente
schon bei der Berechnung weglassen oder vereinfachen kann. FEin wichtiger
Punkt hierbei ist auch, daf wir 3/ € [Q],  bericksichtigen kénnen.
Durch die in Punkt (i) angesprochenen Vereinfachungen des Erzeugenden-
systems bestimmt der Algorithmus in der Praxis bis auf wenige Ausnahmen
Systeme von or—Erzeugern von og, die héchstens 2p Elemente enthalten.

Wie schon in Bemerkung 3.30 angesprochen, ist es sehr einfach, mittels des Er-
zeugendensystems €2 eine Ganzheitsbasis von og zu bestimmen.
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Sei dazu 1 =mny,...,n, eine Ganzheitsbasis von or. Dann wird durch
Q::{T’iw | 1SZS’I’L, WGQ}:{TIP" 77—m}

ein Z—Erzeugendensystem von og gegeben. Da

My - 777717771W7"' 77771\}//_1/7771?/710717"' 777an71

eine Q-Basis von & ist, existieren d € Zund o, ; € Z (1 < i < mnp,1 < j < m) mit

1"7

Z Z Oln+k ]77k\/_
s
fir 1 < j < m. Wir haben also ein Matrix A = (@;;)1<i<pn € ZP"*™ erhalten,
1<5<m
durch die wir mittels einer Hermite-Normalform eine Ganzheitsbasis von og be-
rechnen kénnen. Da sogar 7, ... ,nn\r/ﬁpfl € [T1,...,Tml; gilt, kénnen wir die

Basis auch mittels einer d-modularen Hermite-Normalform berechnen. Dies fiihrt
zu einer erheblichen Beschleunigung des Verfahrens [Br].

Neben der Berechnung einer Ganzheitsbasis bietet sich auch eine andere Art der
Normalisierung fiir das Erzeugendensystem €2 an. Hierbei handelt es sich um eine
Verallgemeinerung der Hermite-Normalform auf beliebige Dedekindringe. Mit-
tels des Erzeugendensystems €2 bestimmt man Ideale a4,...,a, und algebraische
Zahlen &, ..., &, fiir die

[Q] = a1€1 + ...+ apfp

gilt. Im Gegensatz zur Hermite - Normalform ist diese Normalform jedoch nicht
eindeutig. Ein Algorithmus hierzu ist in [BoPo] zu finden. Eine Implementierung
des Verfahrens fiir algebraische Zahlkorper hat gezeigt, dafl die in Zwischenrech-
nungen auftretenden Zahlen explosionsartig an Grofle zunehmen. Dies ist ein
ahnliches Phdnomen, wie es auch bei der Berechnung einer Hermite—Normalform
bekannt ist.

Das folgende Beispiel macht deutlich, wie die Koeffizienten schon bei einer relativ
einfachen Rechnung explodieren:

oF

BEISPIEL 4.10. Betrachten wir den Korper F = Q(p), wobei p eine Nullstelle von
f(t) = 1% 4 5t — 6t* — 53t> + 3t> + 206t + 244

set, so hat F die Korperdiskriminante —182099043 und eine Ganzheitsbasis wird
durch

B | o 1256 + 120p + 487p% + 140p% + 596p* + p°
wla"'awﬁ_lapapap7§(p+p>7 2740
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gegeben. Untersuchen wir die Erweiterung € = F (/) mit jp = wy + ... + wg, 50
wird og als or—Modul von den Elementen

n = 1,

T2 = \EVE

Ty = \/ﬁ
1

=3 (w1 + w2 + 2ws + 2ws + 2we) + (w1 + w2 + 2ws + 2ws + 2we )Y/ 1)
1

o= 3 ( 2wy + 2wg) + (2w1 + w3 + w5 4 2we) Y+ (2w + Wy + w3 + w5)\:‘7ﬁ2) ’
1

6 = 5 ( Wy + ws )Y 2) 5
1

T = 5 ((Wz + w4>\3//~_1’2)

erzeugt. Berechnet man eine ,Normalform®“ dieses Erzeugendensystems, so treten
Zwischenergebnisse mit bis zu 50 Stellen auf. Als Ergebnuis erhdlt man

og = a1&; + a3y + a3és

mat
1

&L = E(wl — (2060274517369288w1 — 912854687610440wy + 1156993464445939ws
+279964773427774w, + 2371281121332741ws — 4914930015962230(.06)\3/;7
—(151777746902012w1 + 28998299161880w> + 7653703929144 5w3
+6784635624828w, + 105979160114635ws — 1237031 10092175w6)\3/ﬁ2),
1

&L o= E(wl {’/ﬁ + (6122175302073640609480975588028w1 — 2640319035966486185180773436244w>

+2514113625548012304659486327334w3 + 774095994870518515768570872848w,
+6090495748491686725541438608474ws — 14008401426896926553842151884360w6)\3//72),

1
& = §w1\3/ﬁ2
und

a; = 60or+ (30w; + 28wy + 36ws + 36wy + 36ws + 34we)or,
ay = 6or + (28w + 34wy + 32wz + 36wy + 32ws + 26we ) o,
a3 = 20F+ (2&)1 + 2wy + 2wz + wy + 3ws + 4&)6)0]:.

Durch einfache technische Modifikationen [DaPo95] kann man bei der Berechnung
der &; eine Explosion der Koeffizienten weitestgehend vermeiden. Bei dem obigen
Beispiel haben dann alle Zwischenergebnisse weniger als 10 Stellen und 1m Ender-
gebnis sind alle Koeffizienten der & (1 < i < 3) bei gleichen Idealen a; (1 < i < 3)
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ewnstellig:

&L o= é(wl + (2w1 + 2ws + Sws + 2ws + 3ws + dwe) Y1 + (4w + dws + wg + Sws + 3w6)\3/ﬁ2),
& = é(w1\3/ﬁ+ (2w + 2wy + dws + 2w6)\3/ﬁ2),

& = 5o VA

2.3. Allgemeine Kummererweiterungen. Wir untersuchen nun beliebige
Kummererweiterungen £/F, und wollen einen Algorithmus angeben, der fiir eine
solche Erweiterung eine Ganzheitsbasis und ein oz—FErzeugendensystem von og be-
stimmt.

Im weiteren sei n = py - ... - py € Nmit p, € P (1 < ¢ < m), und F sei ein
algebraischer Zahlkorper mit ¢, € F. Wir untersuchen eine Erweiterung £ von

Grad n iber F, fiir die
&= F(yi)

mit pu € or gilt.

Es wird extrem wichtig sein, fiir die gegebene Relativerweiterung £/F zunéchst
ein irreduzibles und normiertes Polynom f(t) € Z[t] zu finden, so daf fiir eine
Nullstelle p dieses Polynoms

Qp) = €~¢&
gilt. Weiter bendtigen wir auch einen Isomorphismus ¢ : &€ — £. Sowohl f(t)
als auch ¢ lassen sich durch einen von B. Trager in [Tr] veroffentlichten Algorith-
mus berechnen. Da wir diesen Algorithmus spater nochmals anwenden werden,
sei schon hier angemerkt, dafl das Verfahren auf beliebige Relativerweiterungen
angewendet werden kann.

ALGORITHMUS 7. ( Berechnung einer Ganzheitsbasis und eines oz—FErzeugenden-
systems fiir og. )

Eingabe:  F,n und p wie oben angegeben.

Ausgabe:  Q,Qs C og, so daff Q; eine Ganzheitsbasis und Qy ein or—FErzeugen-
densystem von og 1st.

Init 1:  Qy:= {1}.

Init 2: K:=F,n:=p.

Primzahlen: Berechne py,... ,pm €EP mit n =1py - ... pp.
Anfang Schleife: Firl1 <i:<m:
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0]
DN

5]
w

UJ‘U)‘U)
A

0]
N

Ende Schleife:
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L= K(z/n).

Bestimme fiir oz eine Ganzheitsbasis Y1 und ein ox—FErzeu-
gendensystem Y.

Berechne ein irreduzibles und normiertes Polynom f(t) €
Zt], so daf Q(p) =: L ~ L fir eine Nullstelle p von f(t)

qilt. Berechne ferner einen Isomorphismus ¢ - L — L.

Y; = ¢(Y;) fiir j =1,2.

Ql = Tl.
Qy :={wv|w e Qyundv € Ty}.
K= £, 1= o /).

Ende: Terminiere.

BEMERKUNG 4.11. Mit dem gerade angegebenen Algorithmus kann man auch fiir
Kummererweiterungen vom allgemeinen Typ (vgl. Satz 3.1) eine Ganzheitsbasis
und ein relatives Erzeugendensystem bestimmen.
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3. Radikalerweiterungen

Eine interessante Anwendung von Kummererweiterungen sind Radikalrweiterun-
gen. Wir sind in der Lage, einen Algorithmus anzugeben, der eine Ganzheitsbasis
fiir eine beliebige Radikalerweiterung bestimmen kann, wenn eine solche Basis fiir
eine passende Kummererweiterung bekannt ist. Hierbei verstehen wir unter ei-
ner Radikalerweiterung eines algebraischen Zahlkorpers K einen Zahlkorper £, fiir
den £ = K({/n) mit passendem 7 € ox und minimalem n € N gilt. Das folgende
Diagramm zeigt das zugehorige Teilkorpergitter.

- &=F(/m)
£=K(ym)
F
N K Q)
M :"COQ(Cn)
I Q

In Ubereinstimmung mit diesem Diagramm vereinbaren wir die folgenden Bezeich-
nungen fiir diesen Paragraphen:

Es sei K ein algebraischer Zahlkérper, und es gelte £ = K( /) mit [£ : K] = n fiir
ein 1 € ox. Ferner seien F = KQ((,) und & = F({/n). Desweiteren bezeichnen
wir mit wy, ... ,w, eine Ganzheitsbasis von £ und mit y,... , 8 eine Ganzheitsbha-
sis von K. Auflerdem definieren wir die Q-Basis «y,...,a, von £ durch

—1 —1
717"'77]67\177_7717"'7\177_77767"'7\177_771 717"'7\777_771 Vi
und mit Gy,..., 3, die Q-Basis

617"' ;6l7 W617"' ) Wéla"' ) Wn_lfsla"' ) Wn_lél
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von L.
Wegen £ C £ existiert eine Matrix D € Z™*° mit
(4.7) (Biy ..., 0s) = (a,... ,a,)D.

Um diese Matrix explizit zu berechnen, reicht es, eine Einbettung von K in F
zu finden. Wie man eine solche Einbettung bestimmt, wurde schon im Abschnitt
iiber Kummererweiterungen in diesem Kapitel diskutiert.

Wir fithren von jetzt an alle Berechnungen in €& bzw. in £ in der Basis aq,... , a,
von & bzw. By,..., s, von F durch. Um oz = LNog zu bestimmen, seien Elemente
bi,b; und a; (1 <i<s,1<j<r)(in den Basen ay,...,q, baw. 3,..., ;) mit
den folgenden Eigenschaften gegeben:

(1) by,... by € Lmit op ChZ + ...+ bsZ,
(2) bl,...,bsegmitbi:bz(ing) fir 1 < <s,
(3) ary...,ap € E mit og + W Z+ ...+ b ZC ayZ+ ...+ a,Z.

Wir werden nun kldren, wie wir die Elemente IN)i, bjund a; (1<i<s,1<j<r)
wéihlen konnen.

(1) Wir konnen by, ... ,bs € L als

1 1 1

1
— /nb1,. .., vnéy, ...
nen

’nnnn—l

E Ve Ve

nnnn—l ’nnnn—l

wihlen, denn es gilt [Ne]
(n"n™ Yo, C Ynor + ...+ Q/ﬁn_lof.

(2) Gilt by = 35 7;:6; mit v;; € Z (1 < j < 5), so erhalten wir by =
>i—1 Vi mittels

’71,i Y1,
: =D :
’?r,i Vs,i
fir1 < <s.
(3) Da og + b Z + ...+ b,Z ein freier Z—Modul von vollem Rang in € ist, finden
wir mittels einer Hermite-Normalform Elemente a4,... ,a, € £.

Wir erhalten dann Matrizen M € Z™*" und N € Z"*® mit
(Wiyeoywy) = (ag,...,a,)M,
(bl,... ;bs> = ((1,1,... ,(I,T)N.
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Der néchste Satz liefert uns einen Algorithmus zur Bestimmung von o, = £ N og.

SATZ 4.12. Es qilt © = >0, z:b; € op = LN og genau dann, wenn vy, . .

existieren mat

0= (N] - M)(as,...

Es qilt dann

T

S
Or = {a: = Za}ibi |
=1

Ts

'7yr€Z
tr
7$say17"'7yr> .
Eal
€Z:3y,...,yr €L": ‘; € Ker(N| — M)}.
1
Yr

BEWEIS. ,—": Esseix =37, ngz € LNog gegeben. Wegen = € og existieren

Y1, - Yr € Z mit

r
T = Z Yii,
=1

und mit der Definition von N und M erhalten wir

T
(i) = (by,...,b,)

1:3

Y1
(i) z = (w1y...,w) |

Yr

Aus (i) und (ii) ergibt sich nun wegen

O=z—z = (a,...

= (al,...

Ty
(ar,...,a, )N | : |,
‘T’.S
Y1
=(ay,...,a,)M | :
Yr
T1 Y1
ca )N |+ | = (a,...,a.)M
Ts Yr
L1 Y1
ca.) | N - M

Ts Yr
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die Behauptung.
,<="1 Aus der Voraussetzung folgt

Ty Y1
N : =M

s Yr

Daher gilt z = (51, o ,Bs)(xl, vy w) = (ag, .o, )M (y1, ..., y,)" € 0g. Hier-
aus folgt wegen = € £ die Behauptung.
Da b; = b; fiir 1 < < s gilt, 1st die Aussage iiber o, evident. [

BEMERKUNG 4.13. Die Ausfiihrungen dieses Kapitels fithren direkt zu einem Al-
gorithmus.  Wir verzichten hier deshalb auf eine schematische Darstellung der
Vorgehensweise.

Zum Abschlufl des Abschnitts geben wir noch ein kurzes Beispiel.
BEISPIEL 4.14. Es sei K = Q(p) durch eine Nullstelle p des Polynoms
f(t)=t"+65

definiert. Dieser Kérper hat die Diskriminante 0x = 70304000, eine Ganzheitsba-
sis von F wird durch 1, p, p*, p* gegeben und fiir die Klassenzahl von K gilt

hx = 128.

Wir wollen nun eine Ganzheitsbasis des Korpers £ = K(u) mit = /10 berech-
nen. Dazu bestimmen wir den Korper F = K((3) und fir die Kummererweiterung
E = F(u) eine Ganzheitsbasis. Fin primitives Element von F ist z.B. eine Null-
stelle 6 des Polynoms

g(t) =t + 4t" + 10t° + 16> + 149t* + 276t — 380t* — 516t + 4161.
Damat ergibt sich fiir or die Ganzheitsbasis:
Wiy .o wg = 1,6,...,6°,
wy = %(222388 + 2108496 4 839206% + 104906°
+1395176* + 31476° + 10496°),
wg = %(197142 + 1501646 + 1300516 + 1810306®
+1795226* + 1508026° + 5286° + §7)
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mit d = 263299. Als Diskriminante dieses Kdérpers erhalten wir dann 0 =
400354845696000000 und fiir og wurde das folgende or—FErzeugendensystem aus
9 Elementen berechnet:

61762763 = 17:”’7/"‘27

1

& = g((zwz + 2wy + ws) + (w2 +wa + ws)p),
1

& = g((zwl + 2w3 + wy + ws + wg) + (w1 + w2 + Wi + 2ws + w7 + ws)
+(2wy + w3 + wq + 2ws + we + 2wy + wg)pu?),
1

& = §(w1 + wy + ws + wr)p,
1

& o= §(w1 + w3 + ws ),
1

& = 3(2601 + wo + 3wz + wa + 4wy + 3wr) K,
1 2

& = g(3w2 + 3ws + 3wy + 3ws + 2wr)p’.

Mittels der gerade beschriebenen Vorgehensweise erhdlt man dann die folgende
Ganzheitsbasis oy, ... o fiir og:

Oy 0y = 1,...,0°%
a5, g, 07 = [, P, P71,
1
as = 5(5+5p+50" + "),
1
g = §(1+M+#2>a
1 2
g = §(p+pu+pu ),
1
o = =5((204+100%) + (20 + 109" ) + (5 + p*)r’),
1
ay = =5((20p+10p°) + (15 +5p + 150" + p")u + (5p + p*)1°).

Daraus ergibt sich fiir £ die Diskriminante

0, = 2814654707181158400000000000.
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KAPITEL 5

Anwendung

Wir werden nun eine groflere Anzahl von Beispielen préasentieren. Da die berech-
neten Datenmengen extrem umfangreich sind, kénnen wir nur wenige ausfiihrlich
diskutieren. Dies werden wir im ersten Abschnitt tun. Im zweiten Abschnitt dieses
Kapitels werden wir einige Tabellen auffiihren, in denen statistische Informationen
zu den gemachten Rechnungen wiedergegeben werden.

Alle Algorithmen wurden in dem Computeralgebrasystem KANT V4 [Ka] im-
plementiert und alle Rechnungen wurden auf einer HP9000/735 mit 96MB RAM
unter HPUX 9.01 durchgefiihrt.

1. Beispiele

Wir wollen in diesem Abschnitt einige Kummererweiterungen von Primzahlgrad
ausfiihrlicher untersuchen.
Dazu betrachten wir zunfchst den von einer Nullstelle p des Polynoms

f(t) =12 + 261 + 15610 + 2417 + 8715 + 1027 + 223t° + 138¢° + 167¢* + 44 + 179> + 66t + 43

erzeugten Korper F, welcher zu Q(¢r, \/5) isomorph ist. Eine Ganzheitsbasis dieses
Korpers wird durch

Wiyewe W11 = 17-"ap107
1
wip = p (5890278886148 + 4276397788932p + 8748874411789p2

+6405183876073p> + 5683481457604 + 7140919061033
+6283701086835p" + 2111895174273 + 6548924083001 "
+14605458356344p° + 11942118405614p'° + p'!)

mit d = 15329045383457 gegeben, woraus sich
07 = 74049191673856

67
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fiir die Diskriminante von F ergibt.
Wir gehen nun auf die Erweiterung & = F(u) mit g = v/10 niher ein. Dies ist ein

Korper vom Grad 84 und wegen ggT(0£, a(Q((/E))) = 2677 £ 1 kann weder die
Diskriminante noch eine Ganzheitsbasis unmittelbar angegeben werden.

Zunichst bestimmen wir eine Zerlegung der Ideale Tor und poz in Primideale. Es
gelten:

Tor Tor + (w1 + 5wy + CU3)O_7.')6

(
q°,

(207 + (w1 + wy + w4)0]:)2

(207 + (w1 + w3 + w4)0]:)2

(507 + (Bwy + wy + w3 + Wy + we + wr)orF)
(507 + (w1 + w3 + 4wy + dws + we + wr)oF)

=: pip3pspa.

HOoF =

Der Verzweigungsindex von @Q;({;) in F, ist damit 1, und da v/10 in 0z/q® aber
nicht mehr in 0x/q" eine 7-te Potenz ist, erhalten wir

ve (e)7) = (T=1)(1-T=6+1) =12
Fiir die Primideale p; (1 = 1,2, 3,4) gilt ferner
Vp, (Dg/f) =6,
woraus sich schliellich
Oe/7 = 4" pipSpsps = 61250005
fiir die Relativdiskriminante ergibt. Fiir die Absolutdiskriminante folgt somit

7
Pel = [pr]"Ngjg (de/7)
—  3403418624376333482343435283119618239573549711744524108
3080290701801649984310660300106725718143410347442176 - 1073,

Das Verfahren bestimmt dann 19 Elemente «q, ..., a9 € og, fiir die

Og = [O[l,... ,alg]o}_

gilt. Diese Erzeuger fiihren auf die Normalform ([BoPo]):

og = &y + .. a7y,
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wobei die Elemente &1, ... , &7 € og und die Ideale a4, ... ,a; € Zr wie folgt gegeben
sind:

1
&G = ﬁ(l +

)

€3

€4

&

€6
&

ap
as
as

(2 + 5ws + 8wz + 2wy + 11wy + we + 2wy + 10ws + 2wg + 5wig + 2wi1 + Ywia)p
+(5 + 11wy + 3wz + 6wy + 8ws + Sws + 2wy + 11ws + 3wio + 12w11 + 8wio)p?
+(1 4 11wy + 12w3 4+ 12w4 + Tws + dwg + 12w7 + 2w + wg + 12w10 + w1 + 10w2)p®
+(6 + 8wy + dws 4+ wy + ws + 5we + 13wy + 10ws + 5wip + wig + wiz)ut
+(2 + 8wy + w3 + 9wy + 3ws + ws + 2wy + 1lws + 3wig + 5wt + 13wis)p®
+(2 4 11wy + 12w3 + 13wy + 4ws + 13ws + 13wy + 8ws + 6wig + 6wia)u’),
1
ﬁ(u +
+(3 + 2wy + w3 + 10wy + 5ws + 12ws + 8wy + 3ws + 12wg + 5wio + 11wy + Swiz)p?
+(13 + 10wy + 10wz + wy + 10ws + 3we + 10wy + 3ws + 3wy + 10w1o + 4w + dwyio)u®
+(7 + 10wy + 6ws + 8wy + 13ws + 4w + 13wy + wg + 4wg + 13wy )u?
+(1 + w2 + 3wz + 13ws + 3ws + 4wy + Sws + 8wy + wio + 6w + 5wz )’
+(8 + Twy + Twy + 12ws + 6wg + 5wy 4+ 10w + 8wg + 5wio + Ywir + 11wis)p®),
1
TG
+(12 4 wy + 3ws + Twy + 1lws + Twr + 4ws + 5wy + 3wio + 10w + dwio)u®
+(6 4 6ws + 8ws + 11wy + 3ws + 8ws + 11wy + 2ws + 8wy + 10w, + wio)p?
+(2 4 11wy + 3ws + 5wy + dws + 8ws + 4wy + 11ws + dwg + wig + 10wy + 11wyy)p’
+(1 + 12ws + 11ws + 11ws + 11ws + 11wy + 2ws + 3wg + 4wig + Twig + 8wis)u®),
1
TG
+(11 4 2wy + 2w3 + 10wy + 9ws + 13we + Twr + 6ws + 5wy + wip + Ywig + Twio)p?
+(5 + wa + 13ws + 13wy + Tws + 10ws + 12wr + 6wg + Twy + 2w1o + 6wy + 13wis)u®
+(12 4 2wy 4 9ws + Twy + ws + 10ws + 8ws + Twg + 10w + wip + 3wiz)u®),
i(u‘* +
+(11 4 4ws + 5wq + 1lws + 5ws + 11wy + Twg + wig + 6wy + 2wz )u®
+(5 4 6ws + w3 + wy + 6ws + 2we + 8wr + Sws + 2wy + 3wig + 13w + wio)u),
%#5,
%ue,
].40]:,
14or + (2wg — 6wig — 4wi1 — 10wi2)oF,
14or + (91w + 91wy + 91wz + 91wy + 91wy + 90ws + 92wr + 95ws + 92wy

+95w10 + 93w11 + 97(4112)0}'7
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ag = ldor + (2wy — dws — 8wg — 2wy — 10ws — 8wy — 12w1g — 12wy1 — 8wiz)oF,

as = ldor + (ws — 3wz — 2wy + 6ws — 10w — 14wr — 1dwg — Twe — 19w — 20w11 — 2wi2)oF,
6 = 205+ (W5 —ws —wr —Ws — Wy — Wi — W11 — W12)OF,

a7 = 205+ (Ws —Ws —wr — W — Wy — Wip — W11 — W12)0F.

Fiir die Berechnung des or—Erzeugendensystems waren 82 Sekunden noétig, wo-
von 15 Sekunden auf die Bestimmung der Diskriminante d¢,7 entfielen. Fiir die
Berechnung der oben angegebenen Normalform wurden weitere 1756 Sekunden
Rechenzeit beansprucht, so dafi sich eine Gesamtrechenzeit von 1838 Sekunden
ergibt. Im Vergleich hierzu benétigt die Berechnung einer Ganzheitsbasis mittels
des or—FErzeugendensystems insgesamt nur 95 Sekunden.

Bei unserem néachsten Grundkorper handelt es sich um den 37-ten Kreisteilungs-
korper Q((37). Die Klassenzahl dieses Korpers ist 37 [Wa] und die Diskriminante

von Q((37) betragt
0Q(¢ar) = 37%.

Wir wollen nun fiir € = Q((s7)( ¥/10) ein relatives Erzeugendensystem und eine
Ganzheitsbasis bestimmen. Da der Absolutgrad dieses Korpers 1332 ist, verzichten
wir jedoch auf die genaue Angabe des vollstdndigen Ergebnisses.

Es konnte ein Erzeugendensystem aus 73 Elementen in 46859 Sekunden berechnet
werden, wobei 439 Sekunden fiir die Bestimmung der Relativdiskriminante notig
waren. Dabei ergab sich fiir die Absolutdiskriminante:

[0g] = 5392085867231775301615665603434809501157497168761540760968077902150789224
7874457539208586723177530161566560343480950115749716876154076096807790215
0789224787445751345677671131555793271722850362965242698873019264426937221
5878842304038007474410972630386807317550945573645724159688760716497941261
2090500729678160275487913324996810506810469462936076552582985657579296000
8158439436106396589184155776025640101264786491585901542565691464927994114
0557944253505162679377423955459596647379737388620182832549144616797843635
4703237338939008786810096599715345194636054954881408039853470130882414116
6535110380106474641029962810125846371389311087700337020315146831597739134
5752013538179363726723631634713228261858731442514415491204918909264899690
3248733790462974696940275964476631121417730610070894668507147943955336702
8503517642418823193633601587237942488281844062869024964514234201126349035
6890223862346770013005969173132346466275587643481291673766633128377239549
3759931406019138400533656411297124080228775594672487309077107305862517957
9904452234041793459057511548706617014559459042132459346129215593510081416
5764902546581211778556518279964190775271922936497985805231401591040975702
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4866971841106009386272697285477706129592026359580883912116550615253015845
3861155272718932519295321772317258802402645822010983543333331390965842500
7348413195250179033012396450899965951532273220945524660184938445695200227
7640144964105033459220323418411384186249572365097162449041295284040433167
91399368325264489430678211843254819695275367196410998162960404 78625986400
4226828602162610898704046122711679933730389452476622130389290049631277109
7217985468957164491732873793857990791833591424331646943019532711127890691
0206125257687478365375677327036462881689552167359871968160822076564376485
6432351973643063241536870402046826345129880431743350779560254455686746643
1988655597931160330286212254850430616562210235701413063075615027600857056
6778212139069140363334298377925301181568332981472842642255205200719149964
5423223919498128705116104062418246280694829962253769565441581460335024909
8548230728063137686006060366447214340153384576250173700013550596325591878
6174990789031708016800601456827761452868830262445527497677483103927995923
4353695885334893306633507830256333 - 10129,

71

wobei diese Diskriminante 3440 Stellen hat. Fiir die Berechnung einer Ganzheits-
basis von £ waren dann weitere 79154 Sekunden notig.

2. Tabellen

In diesem Abschnitt werden wir einige Tabellen zu verschiedenen Folgen dhnlich
erzeugter Relativerweiterungen angeben. Vor jeder Tabelle wird der entsprechende
Grundkorper F und der Grad p der betrachteten Erweiterung angegeben. Die
Tabellen umfassen dann die folgenden Daten:

(1) Den Erzeuger u der Relativerweiterung. Wir untersuchen den Koérper € =

(2)

(3)

F(y/m).

Die Diskriminante 9¢. Da dieser Wert in fast allen Beispielen extrem grofs
ist, geben wir aus Griinden der Ubersichtlichkeit nur log;o(|0¢|) (auf 6 Stel-

len gerundet) an.
Ebenso geben wir den Logarithmus

logio [N}'/Q (35/}')]

der Norm der Relativdiskriminante 0¢/7 an.

Wir bestimmen fiir die Erweiterung £/F ein oz—Erzeugendensystem von
og. Die Grofle dieses Erzeugendensystems wird in der Spalte ,,f Erzeuger*
angegeben. Ist die Anzahl der Erzeuger mit einem ,,(P)“ versehen, so besitzt

die entsprechende Erweiterung eine relative Potenzganzheitsbhasis.
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(5) t; : Die komplette Rechenzeit zur Bestimmung eines relativen Erzeugen-
densystems. Diese Zeit beinhaltet nicht die Berechnung der angegebenen
Ganzheitsbasis von F.

(6) ty : Die komplette Rechenzeit zur Bestimmung einer Ganzheitsbasis. (Die
Zeit ty beinhaltet also auch die Rechenzeit t; zur Bestimmung eines or—
Erzeugendensystems).

Wir beginnen mit dem Grundkérper F = Q(p), der von einer Nullstelle p des
Polynoms

f(t) =t* — 141* + 169

erzeugt wird. Es gilt F = Q((¢s,1/10). Eine Ganzheitsbasis des Korpers wird
durch

Wy = 17
w2 = p
1 2
wy = 5(39+26p+13p),
1 3
Wy = 5(26+51p+p)

gegeben. Die Korperdiskriminante 97 betrigt somit 14400 und fiir die Klassenzahl
hr erhalten wir 4. Die folgende Tabelle gibt einen Uberblick iiber Erweiterungen
von F, die in der Form

Ezf(\3/2+pw2+w3+w4)

mit p € P parametrisiert sind.
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Erzeuger || logi0(|0e]) | log1o I:Nf‘ 0 (Dg/}-)] | f Erzeuger t, | ty |
2+ 503wy + w3 +wy || 41.417256 28.942168 5 1.400sec | 1.470sec
2 4+ 509ws + w3 + wy || 43.366808 30.891721 4 3.089sec | 3.139sec
24+ 521w + w3 +wy || 41.539030 29.063943 5 3.130sec | 3.189sec
24+ 523ws + w3 +wy || 44.415029 31.939941 3(P) 2.160sec | 2.199sec
24+ 541ws + w3 +wy || 44.532238 32.057151 3(P) 2.660sec | 2.689sec
24+ 547wy + w3 +wy || 44.570446 32.095358 3(P) 2.780sec | 2.809sec
2+ 557ws +ws +wy || 41.770478 29.295390 5 3.259sec | 3.309sec
2 + 563wy + w3 +wy || 43.716082 31.240994 4 2.260sec | 2.300sec
2 4+ 569wy + w3 +wy || 43.752808 31.277721 4 1.379sec | 1.420sec
2+ 571wy + w3 +wy || 44.719207 32.244120 3(P) 1.519sec | 1.550sec
24+ 577wy + w3 +wy || 42.527536 30.052449 4 2.450sec | 2.490sec
2+ 587wy + w3 +wy || 43.860714 31.385627 4 2.859sec | 2.909sec
24+ 593wy + w3 +wy || 41.987465 29.512378 5 1.960sec | 2.030sec
2 4+ 59905 + w3 +wy || 43.930833 31.455746 4 2.649sec | 2.709sec
24+ 601wy + w3 +wy || 44.896626 32.421538 3(P) 1.649sec | 1.679sec
2+ 607wy + w3 +wy || 44.931048 32.455960 3(P) 1.510sec | 1.539sec
24+ 613wy + w3 +wy || 44.965132 32.490045 3(P) 0.660sec | 0.690sec
2+ 617wy +ws +wy || 44.033428 31.558341 4 2.419sec | 2.489sec
24+ 6195 + w3 +wy || 44.998885 32.523798 3(P) 1.500sec | 1.539sec
24+ 631lws + w3 +wy || 45.065423 32.590336 3(P) 2.120sec | 2.140sec
24+ 641wy + w3 +wy || 44.165672 31.690585 4 2.460sec | 2.500sec
2+ 643wy + w3 +wy || 45.130711 32.655624 3(P) 1.490sec | 1.530sec
24+ 647wy + w3 +wy || 42.289476 29.814389 5 3.079sec | 3.149sec
24+ 653ws + w3 +wy || 44.229953 31.754866 4 2.060sec | 2.100sec
2 4+ 6595 + w3 +wy || 44.261653 31.786566 4 2.100sec | 2.159sec
24+ 661wy + w3 +wy || 45.226398 32.751311 3(P) 2.380sec | 2.429sec
2+ 673wy +ws +wy || 45.288756 32.813669 3(P) 1.509sec | 1.539sec
24+ 677wy + w3 +wy || 44.355054 31.879966 4 2.190sec | 2.240sec
2+ 683wy + w3 +wy || 42.477153 30.002065 5 1.950sec | 2.020sec
24+ 691wy + w3 +wy || 45.380244 32.905157 3(P) 0.980sec | 1.010sec
2+ 701wy + w3 +wy || 42.567321 30.092234 5 1.679sec | 1.739sec
2 4+ 709wy + w3 +wy || 45.469384 32.994297 3(P) 1.849sec | 1.879sec
2+ 719w + w3 +wy || 42.655208 30.180121 5 3.189sec | 3.250sec
24+ T2Twy + w3 +wy || 45.556295 33.081207 3(P) 1.540sec | 1.579sec
2+ 733wy + w3 +wy || 45.584788 33.109701 3(P) 1.370sec | 1.390sec
24+ 739wy + w3 +wy || 45.613050 33.137963 3(P) 2.940sec | 2.980sec
2+ T43ws + w3 +wy || 44.677522 32.202434 4 4.290sec | 4.349sec
24+ 751wy + w3 +wy || 45.668893 33.193806 3(P) 2.420sec | 2.449sec
2+ 757ws + w3 +wy || 45.696482 33.221394 3(P) 1.450sec | 1.480sec
24+ T61ws + w3 +wy || 44.760511 32.285423 4 3.009sec | 3.069sec
2+ 769wy + w3 +wy || 45.751010 33.275923 3(P) 1.299sec | 1.329sec




74 5. ANWENDUNG

| Erzeuger || logi0(|0e]) | log1o I:Nf‘ 0 (Dg/}-)] | f Erzeuger | t, ty
2+ 773wy + w3 +wy || 42.906270 30.431183 5 1.940sec | 2.000sec
24+ T8Twy + w3 +wy || 45.831231 33.356144 3(P) 1.710sec | 1.740sec
2+ 797ws + w3 +wy || 44.920768 32.445681 4 2.509sec | 2.559sec
2+ 809ws + w3 + w4 || 43.064101 30.589013 5 3.310sec | 3.370sec
24+ 811lws + w3 +wy || 45.935390 33.460302 3(P) 1.859sec | 1.889sec
24+ 821wy + w3 +wy || 45.023642 32.548554 4 2.150sec | 2.200sec
24+ 823ws + w3 +wy || 45.986321 33.511234 3(P) 2.150sec | 2.180sec
2+ 827ws + w3 +wy || 43.140406 30.665319 5 1.410sec | 1.480sec
2 4+ 829%ws + w3 +wy || 46.011510 33.536422 3(P) 2.030sec | 2.060sec
2 4+ 839%ws + w3 + wy || 45.098846 32.623759 4 2.619sec | 2.689sec
2 4+ 853wy + w3 +wy || 46.110476 33.635388 3(P) 2.700sec | 2.730sec
2+ 857wy + w3 +wy || 45.172457 32.697369 4 2.180sec | 2.229sec
2 4+ 859wy + w3 +wy || 46.134783 33.659696 3(P) 1.689sec | 1.719sec
24+ 863ws + w3 +wy || 43.288166 30.813079 5 2.090sec | 2.159sec
24+ 877wy + w3 +wy || 46.206701 33.731613 3(P) 1.129sec | 1.159sec
2+ 881wy + w3 +wy || 43.359755 30.884667 5 2.310sec | 2.379sec
2 4+ 883ws + w3 +wy || 46.230346 33.755259 3(P) 2.329sec | 2.359sec
2+ 88Tws + w3 +wy || 45.291779 32.816691 4 2.979sec | 3.030sec
24+ 907wy + w3 +wy || 46.323351 33.848264 3(P) 2.030sec | 2.060sec
2+ 911wy +ws +wy || 45.384371 32.909283 4 2.549sec | 2.609sec
24+ 919wy + w3 +wy || 46.368937 33.893849 3(P) 0.830sec | 0.870sec
24+ 92905 + w3 +wy || 45.452230 32.977143 4 3.469sec | 3.520sec
24+ 937wy + w3 +wy || 46.436212 33.961125 3(P) 1.560sec | 1.590sec
2+ 941wy + w3 +wy || 45.496745 33.021657 4 3.269sec | 3.329sec
24+ 947wy + w3 +wy || 43.290903 30.815816 5 3.190sec | 3.260sec
24+ 953ws + w3 +wy || 43.632211 31.157124 5 2.639sec | 2.750sec
2+ 967wy + w3 +wy || 46.545522 34.070435 3(P) 2.290sec | 2.300sec
24+ 971wy + w3 +wy || 43.697113 31.222026 5 2.969sec | 3.039sec
2+ 977ws +ws +wy || 45.626965 33.151878 4 2.659sec | 2.719sec
2 4+ 983wy + w3 +wy || 45.648202 33.173114 4 1.930sec | 1.979sec
24+ 991ws + w3 +wy || 46.630560 34.155472 3(P) 1.550sec | 1.580sec
24+ 997wy + w3 +wy || 46.651498 34.176410 3(P) 1.760sec | 1.789sec

Aus Platzgriinden geben wir fiir zusitzlich berechnete Erweiterungen des Korpers
F nur noch eine Statistik iiber die Anzahl der erhaltenen Erzeuger.

Erzeuger Parameter Anzahl || Anzahl Erzeuger
peEPNP Koérper | 3 ‘ 4 ‘5‘6
=1[0,...,1500] 239 111 87 |41 ] 0
=1[0,...,1500] 239 116 | 117
=1[0,...,1500] 239 235| 3
=10,...,400] 78 38 | 39

2+ pwy 4+ w3 + wy
2+2w2 +pL<J3 + wy
2 + 2wy 4 2w3 + puwy
4987 + 124387ws 4 pws + 232wy

= = ot
Ol O =
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Als néchstes betrachten wir einen Koérper F vom Grad 8, der durch Adjunktion
von (5 an Q(6) definiert ist. Hierbei ist 6 eine Nullstelle des Polynoms

f(t) = t* — 2t — 93t 4 94t + 2129.
Der Kérper F kann durch eine Nullstelle p von
f(t) =t® +14¢" — 102¢° — 1710¢° + 4901¢* + 76040t* — 173153t> — 1222667t + 3470531
erzeugt werden. Fiir die Diskriminante von F gilt
07 = 18534101265625
und eine Ganzheitsbasis ist durch
Wi, owr o= 1,p,...,p5,
wg = %(28195785118845 + 8910153667115p + 22941493323808p2

+23934646815337p° + 21259953214218p* + 26507464821450,°
+915838371932p° + p7)

mit d = 34768395319361 gegeben. Wir untersuchen Erweiterungen £ vom Grad 5
iiber F | die mittels

/7,:2+WQ+W3+M4+W5+W6+W7

-7 (i)

durch

mit p € P parametrisiert sind.

| Erzeuger || logio([0e]) | log1o [N]:/Q (Dg/]:)] | f Erzeuger ty to
i+ 2wg || 250.433277 184.093419 8 2037sec | 2039sec
[+ 3wg || 247.968124 181.628266 13 105sec | 108sec
i+ Swg || 251.059460 184.719603 8 786sec | 78Tsec
[+ Twg || 250.914881 184.575023 8 126sec | 128sec
i+ 1lws || 302.982473 236.642616 9 589sec | 591sec
i+ 13ws || 156.459579 90.119722 13 162sec | 165sec
i+ 17ws || 283.276658 216.936800 8 481sec | 483sec
i+ 19ws || 283.276658 216.936800 7 489sec | 490sec
i+ 23ws || 251.801304 185.461446 13 321sec | 324sec
i+ 29ws || 254.597184 188.257326 7 409sec | 410sec
i+ 3lws || 258.616004 192.276146 9 1194sec | 1196sec
i+ 37ws || 264.780813 198.440955 8 1733sec | 1735sec
i+ 4lws || 186.900718 120.560861 9 322sec | 324sec
i+ 43ws || 353.305158 286.965300 13 1070sec | 1073sec
i+ 47ws || 268.938218 202.598361 8 1077sec | 1078sec
i+ 53ws || 320.832679 254.492821 13 1255sec | 1258sec
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| Erzeuger || logi0(|0e]) | log1o I:Nf‘ 0 (Dg/}-)] | t Erzeuger | t ty
i+ 59ws || 251.498747 185.158889 7 409sec | 409sec
i+ 6lwsg || 270.363832 204.023974 9 1170sec | 1172sec
i+ 67ws || 274.626750 208.286892 8 1162sec | 1163sec
o+ Tlwsg || 272.727062 206.387204 9 709sec 711sec
i+ 7T3ws || 273.153829 206.813971 13 6875sec | 6878sec
I+ 79ws || 279.839783 213.499925 7 453sec | 453sec
i+ 83ws || 277.043903 210.704045 13 481sec | 484sec
i+ 89ws || 385.511322 319.171464 7 2269sec | 2270sec
L+ 97wg || 175.479805 109.139947 8 219sec | 220sec

Ahnlich wie schon fiir das letzte Beispiel, geben wir auch hier noch einige statisti-
sche Informationen iiber weitere Kummererweiterungen des Grundkorpers.

Erzeuger Parameter Anzahl Anzahl Erzeuger
peEPNP Korper | 5 | 7|8]9]12]13
24wy tws+ws+ws+wst+wr+pws | P=10,...,100] 25 0[5|8|5|01|7
24wy +ws +wy +ws +ws +wr +pws | P=1[200,...,300 16 15(1(0{0] 00
1+ pws P = [200,...,300 16 15(0({1]{0| 010
2 + 2ws3 + 2ws + pwy P =1100,...,250 28 1525|5110

In unserem letzten Beispiel benutzen wir als Grundkérper F den 23-ten Kreistei-
lungskorper Q((a3). Dieser Korper hat die Klassenzahl hz = 2 und es gilt

0r = —39471584120695485887249589623.

Wir untersuchen nun einige Kummererweiterungen & = F( 3/p), die durch p € P

parametrisiert sind. Die folgende Tabelle gibt einen Uberblick iiber solche Erwei-
terungen.

Erzeuger log10(0¢) | logio Nr/0 (05/]_‘) 1 Erzeuger t ty
53 || 1552.180090 894.465546 45 1844sec | 5309sec
59 || 1574.722943 917.008398 45 1931sec | 5405sec
61 || 1581.730210 924.015665 45 1869sec | 5320sec
67 || 1601.450774 943.736229 45 1861sec | 5330sec
71 || 1613.639610 955.925066 45 1905sec | 5388sec
73 || 1619.478834 961.764289 45 1910sec | 5401sec
79 || 1636.082082 978.367537 45 1873sec | 536Tsec
83 || 1646.464366 988.749821 45 1865sec | 5361sec
89 || 1661.135333 1003.420788 45 1868sec | 5368sec
97 || 1679.228089 1021.513544 45 1849sec | 5345sec




Bezeichnungen

N Menge der natiirlichen Zahlen {1,2,...}

P Menge der Primzahlen

Z Menge der ganzen Zahlen

Q Menge der rationalen Zahlen

R Die Einheiten des Ringes R

|M| bzw. tM Anzahl der Elemente in der Menge M

HNF(H) Hermite Normalform der Matrix H € Z"*™

lai, ... axlr aR+...+aR

D, q Primzahlen

vy (a) Exponent von p in der Primfaktorzerlegung
von a € Z\ {0}

Z(p) Menge der p-ganzen Elemente in Q
(= {ac Q|v(a) > 0})

aj; bzw. A(i,j)  Element der Matrix A an der Stelle (4, j)

F,E K, LM algebraische oder lokale Zahlkorper

oF, og, etc. Ganzheitsringe der entsprechenden Korper

Ur,Ug, etc. Einheitengruppen von oz, og, etc.

Pr, Pg, etc. Mengen der Primideale der entsprechenden Kérper

or(p) fiir ein p € Pr : Menge der p—ganzen Elemente in F
(= {0 € F| () > 0})

og () fiir ein p & Pe : Menge der p—ganzen Elemente in &
(= {0 €€ 1y (a) > 0 VP € Pe : pos C P}

a, B (ganz) algebraische Zahlen

Cn eine primitive n—te Einheitswurzel

me(t) Minimalpolynom zu «

7



L a
De/r
dé‘/]—'(a)
Og/F

Dg/]:(a)

e /7 (B,

& (£/F)

Qe/F
Ag/r
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BEZEICHNUNGEN

Ideale

Primideale

Primideale in Bewertungsringen p — adischer
Korper F,| €.

Verzweigungsindex von ‘B iiber p

Verzweigungsindex der p — adischen Kérpererweiterung £/K.

Tragheitsgrad von P iiber p

Triagheitsgrad der p — adischen Kérpererweiterung £/K.

Exponent von p in der Primidealzerlegung von
a bzw. aor

exponentielle Bewertung von v im p — adischen
Korper F

p—adische Bewertung von «

Codifferente der Erweiterung &/F

Differente der Erweiterung £/F

Differente des Elementes o € £

Diskriminante der Erweiterung £/F
(Relativdiskriminante)

Diskriminante des or—Moduls [1, a,..., a[&f]*l]

76[5:]—']]0}_

1—te Hilbertsche Verzweigungsgruppe der
galoisschen Erweiterung &/F
,Hauptindex* der Erweiterung &/F
Menge der Teiler der Diskriminante d¢/7

oF

Diskriminante des or—Moduls [ﬂl, e



[Ad]
[BoPo
[Bo]
[Br]
[Co]

[Ca]
[CaFr]

[Da]
[DaPo94]
[DaPo95]
[Ed]
[Fos7]

[Fo92]
Y

[Gal
[Ha26]

[Ha67]
[He]
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Zusammenfassung

Es seien n € N und F ein algebraischer Zahlkorper, der eine primitive n—te Ein-
heitswurzel ¢, enthélt, gegeben. Wir untersuchen in dieser Arbeit den Ganzheits-
ring og einer Kummererweiterung £ von F. Fiir eine solche Erweiterung wird
erstmalig ein Verfahren angeben, das ein or—Erzeugendensystem von og mit rela-
tiven Methoden berechnen kann. Daran schlielt sich dann die Bestimmung einer
Ganzheitsbasis von og an. Anwendung finden die Methoden bei verallgemeinerten
Kummererweiterungen £/F und bei Radikalerweiterungen beliebiger Zahlkorper

K.

Um die oben angegebenen Ergebnisse zu erhalten, werden zunéchst nur Kum-
mererweiterungen von Primzahlgrad p € P betrachtet. Es sei daher zunéchst
& = F(yn) fiir ein pu € oF. Dieser Spezialfall wird mittels des Hasseschen ,,Lokal
— Global®“ Prinzips behandelt. Fiir eine gegebene p—adische Kummererweiterung
Ep/F, von Primzahlgrad wird einerseits die Diskriminante Ocy /7, und anderer-
seits eine oz, —Basis fiir den Ring der ganzen Elemente og, von &g bestimmt.
Diese Ergebnisse werden bei den sich anschliefenden semilokalen Untersuchungen
aufgegriffen und dienen fiir ein p € Px zur Beschreibung des Ringes og (p) der
p—ganzen Elemente von &£ als freier or(p)-Modul. Wegen

0g = ﬂ og (p)
pePx
konnen wir dann mit den semilokalen Aussagen ein or—Erzeugendensystem von
os angeben.
Diesen theoretischen Uberlegungen schlieBen sich algorithmische Untersuchungen
an. Dabei ist es besonders wichtig, Gleichungen der Form

¥ = mod pF

mit p € {q € Pr | vy (p) > 0} effizient zu l6sen. Es wird ein entsprechendes, neues
Verfahren vorgestellt.

Kummererweiterungen von beliebigem Grad und verallgemeinerte Kummererwei-
terungen £/F werden nun durch Betrachtung eines entsprechenden Korperturms

auf den Fall einer Kummererweiterung von Primzahlgrad zuriickgefiithrt. Fiir
eine Radikalerweiterung £/K vom Grad n wird iiber die Kummererweiterung
(LK((n))/K(Cn) eine Ganzheitsbasis von o bestimmt. Zum Abschlufl der Arbeit
wird eine grofle Anzahl illustrativer Beispiele présentiert. So kénnen mit dieser
Methode Ganzheitsbasen von algebraischen Zahlkérpern £ mit [€ : Q] > 1000
bestimmt werden.






Beantwortung der Frage: Was ist Aufklarung?
Aufkldirung st der Ausgang des Menschen aus seiner selbst-
verschuldeten Unmiindigkeit. Unmindigkeit ist das Unwver-
mdgen, sich seines Verstandes ohne Leitung eines anderen zu
bedienen. Selbstverschuldet ist diese Unmiindigkeit, wenn die
Ursache derselben nicht am Mangel des Verstandes, sondern
der Entschlieffung und des Mutes liegt, sich seiner ohne Lei-
tung eines anderen zu bedienen. Sapere aude! Habe Mut, dich
deines eigenen Verstandes zu bedienen! st also der Wahl-
spruch der Aufklirung.

Immanuel Kant ([Ka56])
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