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Einleitung

FEven the method of algebra with its equa-
tions, from which the correct answer, to-
gether with its proof, is deduced by reduction,
1s not indeed geometrical in nature, but is
still constructive in a way characteristic of
the science [Kant, S. 590).

Die Computeralgebra schenkt dem konstruktiven Gesichtspunkt der Ma-
thematik besondere Beachtung. Man interessiert sich nicht alleine fiir Exis-
tenzaussagen wie Korollar 1.3 ,In jeder separablen Algebra existiert eine
Maximalordnung®, sondern ist auf der Suche nach Verfahren, mit deren Hil-
fe die entsprechenden Strukturen berechnet werden kénnen, wie zum Beispiel
Algorithmus 3.20.

Ausgangspunkt der vorliegenden Arbeit war die Entwicklung von generi-
schen Algorithmen fiir globale Koérper. Nachdem schon eine Reihe bekann-
ter Verfahren von algebraischen Zahlkérpern auf globale Funktionenkorper
iibertragen worden sind (Reduktion von Ganzheitsbasen und Berechnung der
Einheitengruppe [Sch96], Bestimmung der (Divisor-)Klassengruppe [Hef899])
stellte sich die Frage, ob man nicht beide Fille gemeinsam behandeln und
allgemeingiiltige (generische) Algorithmen formulieren kénne.

Eines der zentralen Probleme ist die Berechnung des ganzen Ab-
schluff (Maximalordnung) in globalen Korpern. Hierzu wird in dem
Computeralgebra-System KASH [DFK*97] in beiden Féllen der Round 2 Al-
gorithmus [Fri97] verwendet. Wéhrend der Arbeit stellte sich sehr bald her-
aus, dafl dieses Verfahren nicht nur auf globale Kérper angewendet werden
kann, sondern sich allgemeiner auf ganze kommutative separable Erweiterun-
gen von Dedekindringen iibertragen laft.

In dieser Arbeit wird ein Verfahren vorgestellt, daf in noch allgemeinerem
Rahmen die Berechnung von Maximalordnungen erméglicht: Ausgangspunkt
ist eine separable F-Algebra A iiber dem Quotientenkorper F' eines Dede-
kindringes R. Zu einer gegebenen R-Ordnung A kann dann mit Hilfe von
Algorithmus 3.18, Algorithmus 3.20 oder Algorithmus 4.16 eine maximale
R-Ordnung A™** O A berechnet werden.

Aufbau der Arbeit Im ersten Kapitel werden die Grundlagen fiir die
Entwicklung der Algorithmen aufgefiihrt. Ein wesentlicher Unterschied zu
globalen Korpern oder allgemeiner zum kommutativen Fall ist, dafl die Ma-
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Einleitung

ximalordnung in der Regel nicht eindeutig bestimmt ist. Angaben iiber die
Anzahl der verschiedenen Maximalordnungen, die eine gegebene Ordnung
enthalten, machen zum Beispiel [Bru83, Cor. 2.2] und [Rog70, Chpt. IX,§2,
Thm. 2.15].

Mit der Arithmetik von Elementen und Idealen in allgemeinen Ordnungen
beschiiftigt sich das zweite Kapitel. Hier werden insbesondere polynomielle
Verfahren fiir die Multiplikation (Algorithmus 2.24), Invertierung (Algorith-
mus 2.30 bzw. Algorithmus 2.42) und Quotientenbildung (Bemerkung 2.23)
von beliebigen Idealen entwickelt. Weiterhin wird mit einer Verallgemeine-
rung der Aussagen aus [Zas67| (Zassenhaus hatte Ordnungen tiber den ganzen
Zahlen betrachtet) eine wesentliche Vorarbeit fiir den Algorithmus zur Fak-
torisierung von zweiseitigen Idealen in beliebigen Ordnungen (Algorithmus
5.27) und das Maximalitdtskriterium (Theorem 3.11) geleistet.

Das erste Verfahren zur Berechnung von Maximalordnungen, der Round 1
Algorithmus, wird im dritten Kapitel von der urspriinglichen Fassung [Zas67]
(iiber den ganzen Zahlen) auf Ordnungen iiber Dedekindringen iibertragen
(Algorithmus 3.18 und Algorithmus 3.20). Die Hauptaussage dieses Kapi-
tels ist das Maximalitédtskriterium Theorem 3.11. Anschlieend folgen einige
Bemerkungen zur konstruktiven Verwendung der Lokalisierung.

Das vierte Kapitel widmet sich der Berechnung hereditdrer Ordnungen
und damit dem Round 2 Algorithmus (Algorithmus 4.16) und deren Verwen-
dung bei der Berechnung von Maximalordnungen. Im letzten Abschnitt wird
gezeigt, dal mit Algorithmus 4.16 im kommutativen Fall schon die eindeutig
bestimmte Maximalordnung erzeugt werden kann und somit die Erkldrung
fiir die Namensgebung des bekannten Round 2 Algorithmus zur Berechnung
von Maximalordnungen in globalen Korpern gegeben.

Die Berechnung des p-Radikals und der Primideale einer Ordnung spielen
eine entscheidende Rolle im Round 1 und Round 2 Algorithmus. Verfahren
dazu werden in Kapitel 5 angegeben. Fiir die Berechnung der Primideale (Al-
gorithmus 5.23) in beliebigen Ordnungen wird der Zusammenhang zur Fakto-
risierung von Indexteilern algebraischer Zahlkorper nach dem Verfahren von
Buchmann-Cohen-Lenstra hergestellt. Schliefllich wird als Anwendung die
Faktorisierung von zweiseitigen Idealen in beliebigen Ordnungen (Algorith-
mus 5.27) demonstriert. Algorithmus 5.27 stellt einen konstruktiven Beweis
von Theorem 2.28 . Die Menge der zweiseitigen Ideale einer Maximalordnung
ist eine freie abelsche Gruppe, die von den Primidealen erzeugt wird* dar.

Erweiterungen und Verbesserungen des Round 2 Algorithmus werden im
sechsten Kapitel beschrieben. Hierzu zéhlen die Verallgemeinerung der Ver-
fahren von Buchmann und Lenstra [BL, BL94] und die Verwendung von Po-
tenzen des p-Radikals nach Trager und Bradford [Bra88, Sect. 7.4, S. 7.8]. Die
Verallgemeinerung der Verfahren von Buchmann und Lenstra ist erst durch

iv Dipl.-Math. Carsten Friedrichs
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die Entwicklung eines neuen Verfahrens zur Berechnung des m-Radikals (Al-
gorithmus 6.16) allgemein moglich geworden. Mit den in der vorliegenden
Arbeit beschriebenen Verfahren ist auch die Komplexitéit zur Berechnung der
Links-Ordnung (Multiplikatorring) des m-Radikals von O(n®) auf O(n*) ver-
bessert worden, vgl. Proposition 6.17, Proposition 2.18 und [BL, Thm. 3.4].

Die Arbeit wir durch Bemerkungen zur Implementierung der beschriebe-
nen Verfahren in dem Computeralgebra-System KASH und einige Beispiele
abgeschlossen.

In der gesamten Arbeit wurde grofiter Wert auf eine moglichst allge-
meingiiltige Darstellung der Algorithmen gelegt. Dies erlaubt es, sich bei
der Untersuchung auf die wesentlichen Teile bzw. Probleme zu konzentrie-
ren und so eine tiefere Einsicht in die Arithmetik allgemeiner R-Ordnungen
zu erhalten: Mit der Faktorisierung von ganzen zweiseitigen Idealen in be-
liebigen Ordnungen (Algorithmus 5.27) kristallisiert sich zum Beispiel eine
weitere arithmetische Eigenschaft der Indexteiler (Bemerkung 3.15) heraus.
Damit liefert diese Arbeit nicht nur einen Beitrag zur konstruktiven Algebra
bzw. Zahlentheorie, sondern auch zur rein theoretischen Betrachtung. Des
weiteren sind — wenn moglich — Laufzeitabschétzungen fiir die Algorith-
men angegeben worden.

Historische Anmerkungen Schon im inzwischen vorletzten Jahrhun-
dert beschéftigte man sich mit der Analogie zwischen Zahl- und Funktio-
nenkorpern, wobei die betrachteten Funktionenkorper damals aus den ra-
tionalen Funktionen einer Unbestimmten mit komplexen Koeffizienten be-
standen. Diese Analogie wurde erstmals 1919 von Emmy Noether in [Noel9]
veroffentlicht. Der Begriff Dedekindring tauchte schlieSlich 1958 in [ZS58] auf.
Siehe hierzu [U1199, S. 130, 132].

Erste Verfahren und Ideen zur Berechnung der Maximalordnung und der
Faktorisierung von Indexteilern algebraischer Zahlkorper findet man zu Be-
ginn des letzten Jahrhundert von Berwick [Ber27] und in den zahlreichen
Arbeiten von Ore [Ore23, Ore25b, Ore25a, Ore26a, Ore26b, Ore27a, Ore27b,
Ore28].

Darauf aufbauend ist der Round 4 Algorithmus zur Berechnung der Maxi-
malordnung in algebraischen Zahlkoérpern entwickelt worden [For78, LanT78,
B685, For87, BR87, Bra88, MN92, FL.93, Mon99] und in den folgenden Jah-
ren auf Erweiterungen lokaler Ringe iibertragen worden [Hal98, Hal00]. Par-
allel dazu hat Pohst in [Poh91] die Ideen von Ore direkt aufgegriffen, um die
Faktorisierung von Indexteilern algebraischer Zahlkorper zu bestimmen. Die
neusten Entwicklungen beschreiben den Round j Algorithmus als p-adische
Faktorisierung des erzeugenden Polynoms [FPR00, CG00, Pau00], wobei die
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Einleitung

letzten beiden sogar eine Laufzeitabschétzung entwickelt haben.

Trotz der in einigen Fillen deutlich besseren Laufzeit des Round 4 Algo-
rithmus (getestet fiir algebraische Zahlkorper) haben sowohl der Round 1 als
auch der Round 2 Algorithmus wesentliche Vorteile, da sie beide in einem viel
allgemeineren Rahmen eingesetzt werden konnen: Der Round 4 Algorithmus
ist immer an ein primitives Element bzw. erzeugendes Polynom gebunden.

Grenzen des Verfahrens Die Verfahren, die in der algebraischen Geome-
trie verwendet werden, um ganze Abschliisse zu berechnen, sind dem Round
1 bzw. Round 2 Algorithmus sehr &hnlich, vgl. [Vas91, dJ98, DdJGP99].
Dort wird auch eine Art Multiplikatorring von entsprechenden Idealen be-
rechnet, um einen entsprechenden gréferen Ring zu erhalten. Dies Verfah-
ren ist in der algebraischen Geometrie unter dem Namen Grauert-Remmert-
Algorithmus bekannt, siehe [DAJGP99, Prop. 9.1] oder den aktuellen Uber-
sichtsartikel [Gre00, Crit. S. 266]. Im wesentlichen Unterschied zu Ordnungen
iiber Dedekindringen sind die von Null verschiedenen Primideale nicht not-
wendig maximal, vgl. Theorem 2.27 und [Vas76].

Auch die Ubertragung der hier beschriebenen Verfahren auf nicht not-
wendig kommutative Grundringe bereitet grofle Probleme. Ausgangspunkt
fiir entsprechende zukiinftige Untersuchungen kénnten zum Beispiel [Rob68]
fir eine Theorie nicht-kommutativer Dedekindringe oder [vG81] fiir eine Be-
wertungstheorie nicht-kommutativer Ringe sein.

Ich méchte an dieser Stelle Herrn Prof. Dr. M. E. Pohst ganz herzlich
fiir die Betreuung und Unterstiitzung wihrend der Anfertigung dieser Arbeit
danken.

Ferner danke ich Herrn Prof. Dr. F. Leprévost fir die Ubernahme des
Koreferats, Dr. Claus Fieker und Dr. Jirgen Kliners fir die Durchsicht einer
vorldufigen Fassung dieser Arbeit und viele anregende Diskussionen.

Dariiber hinaus bedanke ich mich fiir die Forderung durch ein Stipendium
nach dem Nachwuchs-Férderungs-Gesetz des Landes Berlin bei den dafiir
zustandigen Personen.

Mein Dank gilt schliefSlich meinen Eltern, die mir das Studium ermdglicht
haben.

Ich widme diese Arbeit meiner Freundin Susanne, die mir immer zur
Seite stand, unendliches Verstindnis fiir mich und meine Arbeit aufgebracht
hat und mir Mut gemacht hat, wenn ich kein Licht mehr sah.

— Vielen Dank. —
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Kapitel 1
Grundlagen

Die meisten Definitionen und Aussagen dieses Abschnitts lassen sich auch
allgemeiner formulieren: Die Ergebnisse {iber Ordnungen und Maximalord-
nungen iiber noetherschen ganz abgeschlossenen Ringen werden zum Beispiel
in [Rei75, Chpt. 2| erkldrt. Die Struktursitze fiir halbeinfache Algebren gel-
ten allgemeiner fiir nicht notwendig endlich dimensionale artinsche Algebren
[Lor90, §5§28,29].

Da die Darstellung von endlich erzeugten Moduln wesentlich fiir die al-
gorithmische Betrachtung ist, und endlich erzeugte Moduln iiber Dedekind-
ringen eine besonders einfache Form haben (vgl. Abschnitt 1.8), wird im
folgenden der Grundring immer ein Dedekindring sein.

Es sei R ein Dedekindring mit Quotientenkdrper F' = Q(R), speziell sind
R und F immer kommutativ. Eine F-Algebra A heif3t endlich dimensional,
wenn sie als F-Vektorraum endlich dimensional ist. Die Dimension [A : F]
der F-Algebra A ist die Dimension des F-Vektorraums A.

Das Zentrum der F-Algebra A besteht aus allen Elementen der Algebra
A, die mit allen anderen Elementen von A kommutieren, Z(A) = {a € Alax =
za fir alle x € A}. Das Zentrum ist eine F-Teilalgebra von A. F' soll immer
im Zentrum der Algebra A enthalten sein.

1.1 Halbeinfache und separable Algebren

Eine F-Algebra A heifit halbeinfach, wenn das Jacobson-Radikal J(A) von A,
also der Durchschnitt iiber alle maximalen Linksideale (oder Rechtsideale),
trivial ist.

Eine halbeinfache F-Algebra A kann in ihre (bis auf die Reihenfolge ein-
deutigen) einfachen Bestandteile A; C A (1 <1 < wv) zerlegt werden [Lor90,
§29, Satz 1]. Fiir diese einfachen Bestandteile gilt A = @@;_, A; mit zu-
gehorigen zentralen Idempotenten 1 = @;_, e;,e; € A; (1 < ¢ < v) mit
eie; = 0 (1 # j) und A, = Ae; (1 < i < v). Die einfachen Bestandtei-
le sind gerade die minimalen (zweiseitigen) Ideale der F-Algebra A. (Zum
Vergleich: Ein Ring heifit einfach, wenn er keine nicht-trivialen zweiseitigen
Ideale besitzt.)

Die Zentren K; = Z(A4;) (1 < i < v) der einfachen Bestandteile sind

Berechnung von Maximalordnungen iiber Dedekindringen 1



Kapitel 1  Grundlagen

Korper [Lor90, §29, F 59|, genauer gilt: Z(A) = €,_; K;. Man nennt die
endlich dimensionale halbeinfache F-Algebra A separabel, wenn die Zentren
K; (1 <1 < v) der einfachen Bestandteile separable Korpererweiterungen
von F sind.

(1.1) Proposition FEine endlich dimensionale halbeinfache Algebra A idiber
einem vollkommenen Koérper F ist separabel.

Beweis: Die Zentren K; = Z(A;) der einfachen Bestandteile A; (1 < i <)
der F-Algebra A sind als Unterrdume des endlich erzeugten F-Vektorraums
A endlich erzeugt und damit algebraische Korpererweiterungen von F'; also
separabel. O

1.2 Reduzierte Spur

In einer separablen F-Algebra A erhélt man analog zum Zahlkorperfall eine
symmetrische nicht-degenerierte Bilinearform (induziert durch die reduzierte
Spur), vgl. [Boub8, Chpt. VII, §12 no. 3|

Es seien zunichst K ein Korper und A eine endlich dimensionale zen-
traleinfache K-Algebra, also eine einfache K-Algebra, deren Zentrum gerade
K entspricht. Der Satz von Wedderburn [Lor90, §29, Satz 5] sagt aus, dafl
A = DF¥k st mit einem Schiefkérper D/K. Weiterhin gilt [A : K] = m? fiir
eine natiirliche Zahl m [Lor90, §29, F 16].

Ein Korper L/K heiit Zerfillungskorper von A, wenn L @y A = L™*™
gilt [Lor90, §29, Def. 8] oder [Rei75, S. 96, 97|. Nach [Lor90, §29, Satz 17|
oder [Rei75, S. 97-99] existiert zu jeder zentraleinfachen K-Algebra A ein
Zerfallungskorper L/K.

Ist L ein Zerfallungskorper von A, dann heifit das charakteristische Poly-
nom Ppmxm (1 @ x) reduziertes charakteristisches Polynom P14,k (x) von
xr € A. Es ist unabhingig von der Wahl des Zerfallungskorpers [Lor90, §29, F
23] oder [Rei75, Thm. 9.3]. Die Spur T pmxm,1,(1 ®x ) ist dann die reduzierte
Spur Tra g (x) von z € A .

Zu dem charakteristischen Polynom und der Spur von z € A gilt der
Zusammenhang [Lor90, §29, F 23], [Rei75, Thm. 9.5] Pa/k(z) = Pra/x(z)™
und daher Ta/x(z) = mTra/k ().

Fiir eine halbeinfache K-Algebra A sei A = €;_, A; die Zerlegung
von A in die einfachen Bestandteile, vgl. Abschnitt 1.1, mit dem Zentrum
Z(A) = @;_, K; und den Idempotenten 1 = @;_, e;,¢; € A;. A; ist dann ei-
ne zentraleinfache K;-Algebra. Das reduzierte charakteristische Polynom von
z € A wird dann definiert durch Pra g (z) := [[,_; Nk, x (Pra,/k,(ze;)), wo-
bei Nk, /k die Norm von K; iiber K ist, vgl. [Rei75, Def. 9.13, (9.20)]. Fiir

2 Dipl.-Math. Carsten Friedrichs



1.3 Ordnungen, Maximalordnungen und der ganze Abschlufl

die reduzierte Spur erhilt man analog Tra/k (z) := > _,_| Tr,/x(Tra,/k, (ze;))
[Rei75, (9.15), (9.22)].

Fiir eine separable F-Algebra A erhélt man dann aus [Rei75, Thm. 9.26],
daf die reduzierte Spur Try,r eine symmetrische nicht-degenerierte Biline-
arform auf A x A induziert.

1.3 Ordnungen, Maximalordnungen und der
ganze Abschlufl

Der Begriff der Ordnung in einer endlich dimensionalen Algebra ist einer der
fundamentalen Begriffe in der Darstellungstheorie [CR62, CR81, CR87] und
[RR79, RHD70, Rog70, Rog81, RR&5]. Erstmals wurde der Begriff Ordnung
von Dedekind im Jahre 1871 in [Ded71] eingefiihrt (vgl. [Gus81, S. 1]).

Unter einer R-Ordnung in A versteht man einen Teilring A von A, so
dal R im Zentrum von A enthalten ist, A als R-Modul endlich erzeugt ist
und A eine F-Basis von A enthilt, also FA = A gilt. Jedes Element einer
R-Ordnung A in A ist ganz iiber R [Rei75, Thm. 8.6].

Z[t]/ fZ]t] ist zum Beispiel eine Z-Ordnung in der Q-Algebra Qlt]/fQJ¢],
wobei f ein separables normiertes Polynom aus Z[t] sei. Ist G eine endliche
Gruppe, dann ist die Gruppen-Ordnung RG := {}__ . c.|a, € R} (formale
Summe) eine R-Ordnung in der Gruppen-Algebra FG := {>___. a,z|a, € F'}
[CR81, S. 524].

Eine R-Ordnung A™) in A heift mazimale R-Ordnung in A oder R-
Mazimalordnung in A, wenn sie nicht echt in einer weiteren R-Ordnung in A
enthalten ist. Ist der ganze Abschluff Cl(R, A) eine R-Ordnung in A, so ist
CI(R, A) trivialerweise die einzige R-Maximalordnung in A.

Hinreichend fiir die Ringeigenschaft von Cl(R, A) ist die Kommutativitét
der F-Algebra A, aber selbst dann mufl C1(R, A) noch nicht notwendig eine
R-Ordnung in A sein, ein Beispiel hierzu ist [Art50] oder [PZ89, Chpt. 4.5,
Ex. 3]: Es seien p eine Primzahl, F, der endliche Korper mit p Elementen
und F' = F,(t,z) der von t und z := > 2° " erzeugte Teilkdrper von
F,((t)). R :=TF,((t)) N F ist ein Dedekindring mit Quotientenkorper F' und
E = F(y), mit y* = =z, ist Teilkorper von F,((t)). Der ganze Abschlufl
CI(R, E) ist iiber R nicht endlich erzeugt, also auch keine R-Ordnung.

Eine Antwort auf die Frage, wann CI(R, A) eine R-Ordnung und damit
die einzige R-Maximalordnung in A ist, gibt Proposition 1.7.

Mit der reduzierten Spur, vgl. Abschnitt 1.2, 148t sich die Diskriminante
fiir R-Ordnungen in A definieren [Rei75, Thm. 10.1], siehe auch Seite 27. Die
Separabilitét ist dann eine hinreichende Voraussetzung fiir die Existenz von

zeG
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Kapitel 1  Grundlagen

R-Maximalordnungen:

(1.2) Theorem [Rei75, Thm. 10.3] Ist A D R ein Teilring der separablen
F-Algebra A, so daff FA = A und jedes Element von A ganz tiber R ist,
dann ist A eine R-Ordnung in A. Umgekehrt hat jede R-Ordnung in A diese
FEigenschaften.

(1.3) Korollar [Rei75, Cor. 10.4] Jede R-Ordnung in der separablen F'-
Algebra A st in einer maximalen R-Ordnung enthalten. Es existiert also
mindestens eine R-Mazimalordnung in A.

Auf der anderen Seite ist die Separabilitidt aber keine notwendige Voraus-
setzung, wie man an dem folgenden Beispiel [CR81, S. 563] sieht: Es sei-
en F' = F,(t) der Funktionenkdrper in einer Variablen iiber dem endlichen
Korper mit p Elementen und R = F,[t]. Dann ist A := F(y) mit y? = ¢
eine inseparable Erweiterung von F, aber A := R[y] = F,[t,y] = F,[y] ist ein
Hauptidealring und damit ganz abgeschlossen in seinem Quotientenkorper
A. Wegen A = CI(R, A) ist also A die einzige Maximalordnung in der inse-
parablen Erweiterung A/F.

Betrachtet man die einfachen Bestandteile der F-Algebra A, so lassen
sich die Aussagen von Theorem 1.2 und Korollar 1.3 noch verfeinern:

(1.4) Theorem [Rei75, Thm. 10.5] Fir die separable F-Algebra A seien
R; = CI(R,Z(A;)) (1 <i <w) die ganzen Abschliisse von R in den Zentren
der einfachen Bestandteile. Dann gelten:

(1) Fir jede mazimale R-Ordnung A in A gilt A = @;_, Ae;, wobei Ae;
mazximale R-Ordnungen in A; (1 <i <w) sind.

(2) Sind A; (1 < i < wv) mazimale R-Ordnungen in A;, dann ist @;_, A;
eine maximale R-Ordnung in A.

(8) Eine R-Ordnung A; in A; ist genau dann eine mazimale R-Ordnung,
wenn sie eine maximale R;-Ordnung in A; ist.

Ein Beispiel fiir die Nicht-Existenz von Maximalordnungen liefert

(1.5) Proposition [RHD70, Chpt. IV, Lem. 4.7] Ist A eine endlich dimen-
sionale F'-Algebra, deren Jacobson-Radikal nicht trivial ist (A also nicht halb-
einfach ist), dann existiert keine maximale R-Ordnung in A.
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1.4 Existenz und Erzeugung von Ordnungen

Zur Tllustration dieser Aussage zieht man ein Beispiel aus [Rei75, S. 128]
heran: In der Situation von Proposition 1.5 sei A eine beliebige R-Ordnung in
A, weiterhin sei r € R\ R* und Ly := AN j(A)* (k > 1). Da das Jacobson-
Radikal (einer artinschen Algebra) nilpotent ist [Lor90, §28, Satz 4], existiert
n>1,J(A)" #0,J(A)"™ =0. Dann sind Ay, ;== A+7 %Ly +r KLy + -+
r=" L,, (k> 0) alles R-Ordnungen in A und es gilt: A=Ay C A; C ....

Aus Theorem 1.2 leitet man die folgenden Aussagen leicht ab:

(1.6) Korollar [CR81, Cor. 26.9] Ist A ein Teilring der separablen F -
Algebra A, der R enthdlt, und als R-Modul endlich erzeugt ist, dann ist A in
einer R-Mazimalordnung enthalten.

(1.7) Proposition [PZ89, Chpt. 4, Thm. 5.19], [CR81, Prop. 26.10] Es sei
A eine kommutative separable F'-Algebra, dann ezistiert eine eindeutig be-
stimmte R-Mazimalordnung, diese ist gleich dem ganzen Abschlufi C1(R, A).

Fiir einen Zahlkérper F' und den Ring R = Cl(Z, F') der ganzen Zahlen
von F' ist nach Proposition 1.1 jede endlich dimensionale halbeinfache Al-
gebra A separabel und jede R-Ordnung in A ist in einer Maximalordnung
enthalten.

1.4 Existenz und Erzeugung von Ordnungen

Es sei V ein endlich dimensionaler F-Vektorraum. Ein R-Gitter in V ist ein
endlich erzeugter torsionsfreier R-Modul, der in V' enthalten ist. Ein volles
R-Gitter in V ist ein R-Gitter A C V, das eine F-Basis von V enthalt
[Bou72, Chpt. VIL§4.1]. Fiir V' = F sind die vollen R-Gitter in F' genau die
gebrochenen Ideale von R.

(1.8) Korollar A C A ist genau dann eine R-Ordnung, wenn A sowohl ein
Ring ist, der R enthdlt, als auch ein volles R-Gitter in A ist.

Fiir ein volles R-Gitter A in A definiert man die Links- beziechungswei-
se Rechts-Ordnung von A als O)(A) := {a € AlaA C A} beziehungsweise
O,(A) :={a € AJAa C A}, diese heiflen auch linker beziehungsweise rechter
Multiplikatorring von A.

Ein volles R-Gitter A kann man leicht erzeugen: Es sei wq,... ,w, € A
eine F-Basis von A. Dann ist A := @], Rw; ein volles R-Gitter in A. Mit
der nichsten Aussage erhélt man dann die Existenz von R-Ordnungen in
endlich dimensionalen F-Algebren.

Berechnung von Maximalordnungen iiber Dedekindringen 5



Kapitel 1  Grundlagen

(1.9) Proposition [RHD70, Chpt. IV,Lem. 1.3] Ist A ein volles R-Gitter
in der endlich dimensionalen F-Algebra A, dann sind sowohl die Links- als
auch die Rechts-Ordnung von A R-Ordnungen in A.

(1.10) Bemerkung Zusammen mit Korollar 2.17 erhdlt man dadurch nicht
nur die Ezistenz von R-Ordnungen in beliebigen endlich dimensionalen F'-
Algebren, sondern auch ein Verfahren, mit dem man immer eine R-Ordnung
in A ausrechnen kann.

Dies erlaubt unter anderem auch die Berechnung einer Ordnung in einer
F-Algebra, die von einem nicht normierten Polynom aus Ft| erzeugt wird.

1.5 Endliche Erweiterungen von Dedekind-
ringen

In diesem Abschnitt soll das folgende Problem betrachtet werden: Gegeben
sei eine (als R-Modul) endlich erzeugte torsionsfreie R-Algebra A, fiir die R
im Zentrum von A liegt. Gibt es eine F-Algebra A, so dal A eine R-Ordnung
in A ist?

Aus der Definition folgt sofort, dal die Elemente von A ganz iiber R sind
[Lor96, §16, F1]. Um die Eigenschaft des vollen Gitters zu erhalten, setzt
man A := F ®z A, wobei man F ®z A wegen der fehlenden Torsion auch
mit KA = {az|a € K,z € A} identifizieren kann [CR81, S. 523]. A ist eine
endlich dimensionale F-Algebra und A eine R-Ordnung in A.

Um mit dieser Konstruktion eine halbeinfache F-Algebra zu erhalten,
muf} man voraussetzten, daf in A keine nilpotenten Ideale aufier {0} existie-
ren [Zas72, Prop. 2.3, S. 398].

Fiir den Rest dieser Arbeit sei, wenn nichts anderes angegeben wird, A
eine (nicht notwendig kommutative) separable F-Algebra der Dimension n.

1.6 Gebrochene Ideale in Dedekindringen

Uber gebrochene Ideale in kommutativen Ringen und ganzen Erweiterun-
gen von kommutativen Ringen kann man in [Gil72], [LM71] oder [Nor63]
lesen. Hier soll nur kurz auf die gebrochenen Ideale in dem Dedekindring R
eingegangen werden. Die allgemeineren (gebrochenen) Ideale in Ordnungen
werden in Abschnitt 2.4 behandelt.

Um die Schreibweise zu vereinfachen wird in natiirlicher Weise das Null-
ideal {0} im folgenden immer ausgeschlossen, wenn von Idealen von R die
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1.7 Komplexititsanalyse

Rede ist. Ein gebrochenes Ideal von R ist ein volles R-Gitter in F', vgl. Ab-
schnitt 1.4. Die ganzen Ideale von R sind die gebrochenen Ideale a mit a C R.

Ein gebrochenes Ideal a eines beliebigen Ringes S heifit reguldr, wenn
es mindestens ein von Null verschiedenes Element enthélt, das kein Null-
teiler ist. Die gebrochenen Ideale eines Dedekindringes sind damit trivia-
lerweise reguldr. Weiterhin lassen sich die gebrochenen Ideale a von R
bis auf die Reihenfolge eindeutig als Produkt von Primidealen schreiben:
@ =TTy bl A0 (1<i <),

Die Primideale von R sind gerade die maximalen Ideale von R. Anders
ausgedriickt sind Dedekindringe noethersche Ringe mit Dimension 1 [AM69,
Chpt. 9].

(1.11) Proposition [AM69, Chpt. 9, Ex. 7] Fiir ein beliebiges ganzes Ideal
a von R ist R/a ein Ring, in dem jedes Ideal von einem Element erzeugt
wird.

Da R/a in Proposition 1.11 im allgemeinen nicht nullteilerfrei ist, ist R/a
kein Hauptidealring (Principal Ideal Domain, PID) sondern nur ein Principal
Ideal Ring (PIR).

(1.12) Korollar 2-Element Darstellung [Nar89, Chpt. 1, §1, Cor. 5,
S. 10], [OMe63, 22:5a] Jedes gebrochene Ideal a von R lift sich durch zwei
Elemente a,b € F darstellen: a = aR + bR.

1.7 Komplexitiatsanalyse

Bei der Betrachtung von Algorithmen spielt die Abschiatzung der Laufzeit in
der Grofle der Eingabedaten eine entscheidende Rolle, sie wird auch Kom-
plexititsanalyse genannt. Zentraler Bestandteil der Komplexitatsanalyse ist
die Funktion O (grof-O Notation). Sie wurde 1892 von Bachmann in [Bac92]
eingefiihrt, vgl. [Knu77, Sect. 1.2.11.1, S. 104].

Fiir die Funktionen f,¢: N — N gilt g(n) = O(f(n)) genau dann, wenn
zwei Konstanten ¢, N > 0 existieren, mit g(n) < c¢f(n) fiir alle n > N. Diese
Definition findet man auch in [BS96, Def. 2.4.1] und [AHUT74].

In dieser Arbeit werden Algebren und Ordnungen iiber dem Grundkérper
F bzw. dem Dedekindring R betrachtet. Unter Elementaroperationen in F
versteht man die Arithmetik mit Elementen von F (Addition, Subtrakti-
on, Multiplikation, Division), wie auch Arithmetik mit gebrochenen Idealen
von R (Addition, Multiplikation, Division). Betrachtet man die Darstellung
von gebrochenen Idealen mit zwei Elementen (Korollar 1.12) oder auch die
sogenannte P-Normal Darstellung und die daraus resultierende Arithmetik,

Berechnung von Maximalordnungen iiber Dedekindringen 7



Kapitel 1  Grundlagen

vgl. [PZ89, S. 400-405] oder [Poh93, S. 65,66], so sieht man, dafl die Ideal-
operationen durchaus zu den Elementaroperationen gezahlt werden kénnen.

Die Komplexitdat wird immer in Elementaroperationen des Grundkorpers
F angegeben. Da im allgemeinen keine Abschétzungen fiir die Arithmetik im
Grundkorper F' gegeben sind, wird die Bit-Komplexitit, also die Anzahl der
Bindroperationen, hier nicht betrachtet.

Bei der Arithmetik mit Matrizen iiber F' ,,geniigen® die trivialen einfachen
Verfahren, Multiplikation von zwei n X n-Matrizen in O(n?®) Elementarope-
rationen, Invertierung einer n x n-Matrix in O(n?®) Elementaroperationen,
vgl. [Coh96a, Alg. 2.2.2] und Berechnung des Kerns einer n x m-Matrix in
O(nm?) Elementaroperationen, vgl. [Coh96a, Alg. 2.3.1].

Schnellere Verfahren, wie zum Beispiel die Strassen-Multiplikation, die
zwei n xn-Matrizen in O(n'°8(") Elementaroperationen multipliziert [AHU74,
Thm. 6.1], sind nicht notwendig. Fiir die Analyse der Algorithmen, die in
dieser Arbeit entwickelt werden, sind nur obere Abschitzungen notwendig.
Die anderen Teile der Algorithmen werden immer eine mindestens genauso
grofle Komplexitiat haben, vgl. auch Bemerkung 2.4.

1.8 Darstellung von Moduln und Gittern
iiber Dedekindringen

Voraussetzung fiir die algorithmische Betrachtung von R-Ordnungen und R-
Gittern ist eine verniinftige Darstellung. Es sei M ein volles R-Gitter in dem
F-Vektorraum V' der Dimension m.

(1.13) Proposition [OMe63, 81:3] M ldft sich darstellen als M =
@B, | a;x;, mit gebrochenen Idealen a; (1 < i < m) von R und einer F-Basis
T1,... , Ty von V.

Ist ein R-Gitter M = Zle a;z; € V durch ein Erzeugendensystem ge-
geben, so entspricht dies der folgenden Schreibweise M = [ % M % ],

wobei M € F™** die Matrix mit den Spalten zi, ...,z ist.

(1.14) Korollar Pseudo-Basis FEin R-Gitter A in A lqft sich wie folgt dar-
stellen: A = @~ a;w;, wobei a; (1 < i < m) gebrochene Ideale von R sind

und wy, ... W, eine F-Basis des Vektorraums FA C A ist.
Ist A ein wvolles R-Gitter oder eine R-Ordnung, so gilt m = n und
w1, ... ,w, ist eine F'-Basis von A.
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1.8 Darstellung von Moduln und Gittern iiber Dedekindringen

Eine Darstellung wie in Proposition 1.13 oder Korollar 1.14 heifit
Pseudo-Basis. Das erste konstruktive Verfahren zur Berechnung einer solchen
Pseudo-Basis iiber Maximalordnungen in algebraischen Zahlkoérpern, haben
Bosma und Pohst [BP91, Alg. 2.5] aus [OMe63, 81:3] abgeleitet. Danach gab
es entsprechende Weiterentwicklungen von Cohen [Coh96b, Alg. 2.6], [Coh00,
Alg. 1.4.7] und Hoppe [Hop98|, aber auch nur fiir den Fall von Maximal-
ordnungen in algebraischen Zahlkorpern. Fieker [Fie00] liefert nicht nur die
Aussage fiir allgemeine Dedekindringe sondern gleichzeitig eine Komplexi-
tatsanalyse.

(1.15) Theorem Hermite-Normal-Form Fine Hermite-Normal-Form ei-
nes R-Gitters M in V', das durch k Erzeuger gegeben ist, kann in O(km?)
Elementaroperationen in F' berechnet werden.

Daraus leiten sich eine Reihe von Algorithmen fiir R-Gitter ab.

(1.16) Korollar Fiir die Summe von zwei R-Gittern My, My C V' mit ky
bzw. ky Erzeugern kann in O((ky + ko)m?) Elementaroperationen in F eine
Hermite-Normal-Form berechnet werden.

(1.17) Korollar  Fliir zwei volle R-Gitter My, My CV kann in O(m?) Ele-
mentaroperationen in F' eine Hermite-Normal-Form von M0 My berechnet
werden.

. ) a e
Bewelis: Es seien M; = L1 Lm und My =
M,
b

a BRI | . 1 . .
21 2m | dann sei ~ eine Hermite-Normal-Form
M, M

-1 —1 —1 -1 -1 -1
von { al’l(MfT)—laLm } X { az,l(Mér)_IaZ,m } Durch [ b; (Mtr)—lbm 1
erhdlt man eine Hermite-Normal-Form von M; N Ma, vgl. [OMe63, S. 231]
oder [Hop98, Prop. 4.10.3].

Fiir die Invertierung der Matrizen sind je O(m?) fiir die Invertierung
der Ideale O(m) Elementaroperationen nétig. Korollar 1.16 liefert O(m?)
Operationen fiir die Berechnung der Summe. Anschliefend muf3 man noch
einmal die Ideale (O(m)) und die Matrix (O(m?)) invertieren. O

(1.18) Theorem Smith-Normal-Form [OMe63, Thm. 81:11], [CR&81,
Thm. 4.14] Es seien My C My zwei volle R-Gitter in V. Dann existie-
ren Darstellungen der Form M, = @;11 a;x; und My = EDZL ba;x;, mit
gebrochenen Idealen a; (1 < i <m) von R, einer F-Basis x1,... , X, von V
und ganzen Idealen b,, C ... C by von R.

Berechnung von Maximalordnungen iiber Dedekindringen 9
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Die Ideale by,...,b,, aus Theorem 1.18 heiflen FElementarteiler-Ideale.
Einen Algorithmus zur Berechnung dieser Darstellung fiir Gitter iiber Ma-
ximalordnungen in algebraischen Zahlkérpern liefert [Coh96b, Alg. 4.4],
[Coh00, Alg. 1.7.3].

Es sei x € FM ein beliebiger Vektor, und M = @le a;x; eine Pseudo-
Basis des R-Gitters M. In [OMe63, §81B, S. 210] wird gezeigt, dafi das
Koeffizientenideal a, = {a € Flax € M} ein gebrochenes Ideal von R ist.
Ist weiterhin # = >  a;z; die Darstellung von = so kann nach [OMe63,
Ex. 81:4] das Koeffizientenideal wie folgt berechnet werden:

(1.19) = () wa
i=1,0;70
(1.20) Proposition Fir eine volles R-Gitter b C A gilt RNb # {0}.

Beweis: Essei b= @], b;n; eine Pseudo-Basis von b. Dann gilt Fb = A >
1 =" Bini. Mit (1.19) kann das Koeffizientenideal a; von 1 berechnet
werden. Es gilt FNb = a; und weiterhin RNb = RNa;. Da a; ein gebrochenes
Ideal von R ist, gilt 0 # RN b. O

10 Dipl.-Math. Carsten Friedrichs



Kapitel 2
Arithmetik in Ordnungen

Auf den folgenden Seiten soll die Arithmetik in nicht notwendig kommuta-
tiven Ordnungen iiber Dedekindringen in separablen Algebren beschrieben
werden. Ein wesentlicher Teil ist dabei die Betrachtung von Idealen und deren
Invertierbarkeit, da sie eine entscheidende Rolle fiir den Round 1 Algorithmus
spielt.

Ein weiterer Schwerpunkt liegt auf den konstruktiven Verfahren und de-
ren Komplexitit (polynomielle Algorithmen), die es erméglichen, Arithmetik
sowohl mit Elementen als auch mit Idealen in diesen Ordnungen zu machen.

2.1 Multiplikationstabelle und Darstellungs-
matrizen

Fiir eine feste F-Basis wq,...,w, von A bezeichnet man mit dem Begriff
Multiplikationstabelle die n Matrizen M (i) € F™" (1 < i < n), die die
Multiplikation der Basiselemente beschreiben: ww; = Y, M (i) jwp =
(Wi, s wn) M (1) j)-

Mit der Multiplikationstabelle, auch structure constants genannt, wird
die F-Algebra A dargestellt. Diese Darstellung kann man allgemeiner fiir
assoziative endlich dimensionale Algebren verwenden, vgl. [Pie82, Sect. 1.5
(1), S. 10].

Anders als im kommutativen Fall gibt es im allgemeinen zwei verschiede-
ne Darstellungsmatrizen, eine fiir die Links-Multiplikation und eine fiir die
Rechts-Multiplikation. Fiir v € A heifit die Matrix R,(y) € F™", die die
Rechts-Multiplikation mit v darstellt, Rechts-Darstellungsmatriz.

Fiir v = )" | 7w, erhilt man mit Hilfe der Multiplikationstabelle w;y =

(Wi, ey w)M(G) (1, -+ 5 9m)", also
(21) Ry = (M) (v, ) M) (s )"

Fiir die Links-Multiplikation mit + erhélt man die Links-Darstellungsmatriz
Ri(y) € F™*" ganz analog

(2.2) Ri(y) = Z%M(Z)
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Kapitel 2  Arithmetik in Ordnungen

Man erhélt die Beziehung M (i) = Rj(w;) (1 < i < n).

(2.3) Proposition Die Komplexitit fir die Berechnung der Links-
bzw. Rechts-Darstellungsmatriz ist O(n3), gemessen in Elementaroperatio-
nen in dem Kérper F .

Beweis: An (2.1) sicht man, daB n Matrix-Vektor-Multiplikationen zu je
O(n?) Elementaroperationen nétig sind. Zur Berechnung der Links-Darstel-
lungsmatrix sind nach (2.2) n Multiplikationen eines Koeffizienten mit einer
Matrix (O(n?)) und anschliefend n—1 Additionen von nxn-Matrizen (O(n?))
erforderlich. O

2.2 Arithmetik mit Elementen

Da die Komplexitdt der Arithmetik mit Elementen einer R-Ordnung A in
der Algebra A spéter gebraucht wird, soll hier kurz auf die Verfahren und
ihre Komplexitit eingegangen werden.

Im folgenden sei die Pseudo-Basis A = @), a;w; von A fest. Elemente
r =Y, rw; €A werden im allgemeinen durch den zugehirigen Koeffizi-
entenvektor ¥ = (xq,... ,2,)" € F" dargestellt.

(2.4) Bemerkung Aus praktischer Sicht sollten in einem Computeralgebra-
System aber neben der Darstellung durch den Koeffizientenvektor noch andere
Darstellungen fiir die Elemente moglich sein, zum Beispiel die sogenannte
Polynomdarstellung und Produktdarstellung.

In Spezialfillen verringern andere Darstellungen die Komplexitit der
Arithmetik (Division mit Polynomdarstellung vgl. [Poh93, S. 31,32 oder
Multiplikation und Faktorisierung mit Produktdarstellung) entscheidend.

Allerdings sind im allgemeinen nicht alle Darstellungen mdéglich. Die Po-
lynomdarstellung kann man zum Beispiel nicht im nicht-kommutativen Fall
verwenden. Fiir die meisten Verfahren in dieser Arbeit ist der Koeffizienten-
vektor sogar explizit erforderlich.

In den Komplezititsuntersuchungen der weiteren Algorithmen spielt die
Arithmetik mit Elementen nicht die entscheidende Rolle, die Operationen mit
R-Moduln (Hermite-Normal-Form, Theorem 1.15) haben immer eine minde-
stens genauso grofie Komplexitit. Daher reichen die hier beschriebenen ein-
fachen Verfahren fir die Arithmetik mit Elementen aus. Durch schnellere
Verfahren zur Addition, Subtraktion, Multiplikation oder Invertierung von
Elementen kann man die Komplexitit der weiteren Algorithmen nicht ver-
TINgern.
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2.3 Links- und Rechtsordnungen

(2.5) Proposition Die Addition und die Subtraktion von zwei Elemen-
ten der Ordnung A werden komponentenweise auf den Koeffizientenvekto-
ren durchgefiihrt und haben somit eine Komplezitit von O(n), gemessen in
Elementaroperationen des Grundkorpers F.

(2.6) Proposition Der Koeffizientenvektor des Produktes zweier Elemente
x,y € A st durch Y7 x; M(4) (Y1, .. . Yn)" gegeben und lift sich in O(n?)
Elementaroperationen des Grundkorpers F berechnen.

Beweis: Aus Abschnitt 2.1 erhilt man w;w; = > 7| M (4)5 wi (1 < 4,7 <
n), also Y 1 wiw; - > e Yiwi = (Wi, .. W) Doey M (1) (yr, ..., yn)". Die
wesentlichen Operationen sind n Matrix-Vektor-Multiplikationen zu je O(n?)
Elementaroperationen. O

(2.7) Bemerkung Sobald man mehr als eine Multiplikation mit dem selben
x € A (von der selben Seite) durchfiihrt, bietet es sich an, die entsprechende
Darstellungsmatrixz zu berechnen und zu speichern. Ist zum Beispiel die Links-
Darstellungsmatriz Ry(x) bekannt, erhdlt man den Koeffizientenvektor von
x -y durch Ry(z)(y1,. .. ,yn)", mit O(n?) Elementaroperationen.

Muf$ man zum Beispiel n mal mit dem selben Element von rechts multi-
plizieren, so erhilt man eine Komplexitit von O(n®) an Stelle von O(n*).
(2.8) Proposition Das Inverse z = z' € A won © € A erhilt
man, wenn es existiert, durch Ldsen des linearen Gleichungs-Systems
Ri(z)(z1,. - y20)" = (€1,... ,en)" in O(n®) Schritten, wobei 1 =Y ' | e;w;

sel.

Beweis: Wenn z € A existiert, dann gilt (wy, ... ,w,)Ri(2)(21,...,2,)" =
rz =1 = (wi,...,wy)(€1,...,€,)". Sowohl die Berechnung von R;(z) als
auch die Losung des linearen Gleichungs-Systems bendtigt O(n?) Operatio-
nen. O

2.3 Links- und Rechtsordnungen

Die Berechnung der Links- bzw. Rechtsordnung ist eine Verallgemeinerung
der in [Zas67, S. 98] und [Fri97, Anhang A] beschriebenen Verfahren. An
Stelle der Links- bzw. Rechtsordnung sollen hier die Quotienten (a/b) :=
{z € Alzb C a} bzw. (b\a) := {z € Al|bz C a} berechnet werden, denn es
gelten: O;(A) = (A/A) und O,(A) = (A\A), wobei a, b und A volle R-Gitter
in der Algebra A sind.
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(2.9) Proposition Sind a und b volle R-Gitter in der Algebra A, so sind
auch die Quotienten (a/b) und (b\a) volle R-Gitter.

Beweis: Die Gitter Eigenschaft ist unmittelbar klar, deshalb wird hier nur
die Existenz einer F-Basis von A in dem Quotienten (a/b) gezeigt.

Es sei y € A beliebig, dann ist sicherlich yb ein R-Gitter. Fiir jedes
Element = € yb existiert ein » € R mit rx € a, da a ein volles R-Gitter ist.
Da mit b auch yb endlich erzeugt ist, existiert auch ein ¥ € R mit ryb C a,
also liegt 7y in (a/b) und damit auch eine F-Basis von A. O

(2.10) Bemerkung [Im Beweis der vorangegangenen Proposition ist die
Existenz einer Pseudo-Basis der Gitter a und b nicht verwendet worden.
Die Aussage gilt also allgemeiner auch fiir noethersche Ringe R.

Es seien a = @), a;o; und b = @, b;3; Pseudo-Basen des vollen Git-
ters a bzw. des Gitters b. Weiterhin wird eine F-Basis wy,...,w, von A
fixiert. Im folgenden wird der Algorithmus zur Berechnung des Quotienten
(a/b) beschrieben, die Berechnung von (b\a) erfolgt analog.

Fiir ein beliebiges Element v € A sei R,(7) die Rechts-Darstellungsmatrix

beziiglich der F-Basis wy,...,w,. Des weiteren sei S € F™" die Ma-
trix, die die F-Basis wq,... ,w, in die F-Basis a,... ,«q, iberfiihrt, also
(Wiyeveywy)S = (a1, .., ().

Zu einem beliebigen x = Y"1 | x;w; € A sei @ der Koeffizientenvektor. In
dieser Darstellung gilt dann

(211) 28 = D wwiBi= Y xi(wi,... w)Re(B).
j=1 j=1

(2.12) = >zl 00)STRA(B). Zak ST R, (B))i, &
j=1

wobei R,(53;).; die j-te Spalte von R,(8;) und (S™'R.(5;)),. die k-te Zei-
le von S7'R,(5;) bezeichnen. Hieraus erhélt man zb = @), b5, =
B, 6:> 0, ax(ST'R(5:))k,. 7 und damit xb C a genau dann, wenn

(2.13) (1 <id,k<n)bi(ST'R(B))k.T C ay

genau dann, wenn

(2.14) (1<id,k<n)b;/ap(S'R.(3)).% C R.
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2.3 Links- und Rechtsordnungen

Mit der Matrix

S_er(ﬁl)
(2.15) M, =

STIR,(Bn)

erhilt man dann die Aquivalenz zu: Fiir jedes Element y des R-Gitters

M. = { (bi/ar) -+ (bi/an) (b2/ar) --- (bn/an) }
T o M;Er

Diese Aquivalenz bleibt natiirlich durch Anwendung der Hermite-Normal-

Form fiir Moduln iiber Dedekindringen (Theorem 1.15) unverdndert, so

daB = € (a/b) genau dann gilt, wenn fiir jedes Element y des R-Gitters

[ “ M o } := HNF(M,) die Bedingung Z*" - y € R erfiillt ist, also ge-
1/C1

gilt 7" -y € R.

nau dann, wenn ¥ €

1/¢,
( M”) -1 ] gilt. Abschliefend erhilt man

N1
(a/8) = @ (1603, wobei (1. 170) = (r.- ) (31)

Zur Berechnung des Quotienten (b\a) verwendet man bei der Definition
der Matrix M; wie in (2.15) die Links-Darstellungsmatrizen R;(f5;) (1 <i <

(2.16) Algorithmus Quotient von R-Gittern
Input:  Zwei volle R-Gitter a = @), a;a; und b = @, b;61 und eine
F-Basis wy, ... ,w, von A.
Output: Den Quotienten (a/b) bzw. (b\a).
(1)  Berechne M = M, wie in (2.15) bzw. M = M,.

(2)  Modul zusammensetzen: M = { (b1/1) (bn/atn) } .

Mtr

(3)  Hermite-Normal-Form: [ “ ]\7[ n ] = HNF(M).

(4)  Quotienten zusammensetzen: (a/b) = @ (1/¢;)vi, mit
. 1
My ) = (Wi, e ywh) (Mr”>

An Stelle einer dritten F-Basis wq,... ,w, von A kann man auch die F-
Basis aus der Darstellung des vollen R-Gitters a verwenden. Bei Verwendung
der F-Basis aq,...,q, kann man sich sowohl die Berechnung der Matrizen
S, 571 als auch die Multiplikationen in (2.15) sparen.
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Kapitel 2  Arithmetik in Ordnungen

(2.17) Korollar Mit dem Algorithmus 2.16 kann man sowohl die Links- als
auch die Rechtsordnung eines vollen R-Gitter A berechnen.

(2.18) Proposition Die Komplezitit fir die Berechnung der Quotienten
(a/b), (b\a) von vollen R-Gitter a und b betrigt O(n*).

Die Berechnung der Links- bzw. Rechtsordnung hat eine Komplexitdt von
O(n), gemessen in Elementaroperationen des Grundkérpers F.

Beweis: In Algorithmus 2.16 werden die folgenden Operationen durch-
gefiihrt: Invertierung der Matrix S (O(n?)), Berechnung von n Darstellungs-
matrizen (je O(n?), vgl. Proposition 2.3 also O(n*)), n Multiplikationen von
n x n Matrizen (je O(n?) also O(n')), n? Ideal-Divisionen (O(n?)), Berech-
nung der Hermite-Normal-Form (O(n?), vgl. Theorem 1.15), Invertierung
der Matrix M* (O(n?)) und n Ideal-Invertierungen (O(n)). Insgesamt erhél
man also O(n?) Elementaroperationen. O

2.4 Idealtheorie in Ordnungen

In diesem Abschnitt soll die Theorie der einseitigen und zweiseitigen Idea-
le in nicht notwendig kommutativen, nicht notwendig maximalen Ordnungen
beschrieben werden. Ein besonderes Augenmerk liegt dabei auf den konstruk-
tiven Verfahren zur Arithmetik dieser Ideale, also Addition, Multiplikation,
Invertierung (wenn moglich). Im Fall von nicht-maximalen Ordnungen in
Zahlkorpern sind Division bzw. Invertierung von beliebigen Idealen z.B. in
[San91, Sect. II, S. 48-50] dargestellt.

Zu diesem Zweck sei A stets eine R-Ordnung in der Algebra A. Es wird
sich herausstellen, dafl sich die Ideale von A durch eine Pseudo-Basis dar-
stellen lassen, so wie das von Ordnungen in globalen Korpern her bekannt
ist. Des weiteren werden noch andere Analogien zu Ordnungen in globalen
Korpern aufgezeigt.

2.4.1 Gebrochene Ideale

Eine Teilmenge a von A heiit gebrochenes Rechts- (Links-, zweiseitiges) Ideal
von A, wenn a ein rechts- (links-, zwei-) seitiger A-Modul mit a N R # {0}
ist, und es ein Element 0 # r € R gibt, so dafi ra C A gilt, vgl. [Deu68,
S. 69]. Ebenso wie in Dedekindringen (vgl. Abschnitt 1.6) wird auch hier das
Nullideal {0} in natiirlicher Weise ausgeschlossen.

(2.19) Proposition Ist a ein regulires Rechts- (Links-, zweiseitiges) Ideal
der Ordnung A, also ein Ideal, das mindestens ein von Null verschiedenes
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2.4 Idealtheorie in Ordnungen

Element enthdlt, das kein Nullteiler ist, so ist a auch ein gebrochenes Rechts-
(Links, zweiseitiges) Ideal.

Beweis: Die erste und die dritte Bedingung sind trivialerweise erfiillt, zum
Nachweis der zweiten Bedingung wahlt man ein z € a C A, das kein Nullteiler
ist. Da 2 ganz iiber R ist, geniigt es einer Gleichung 2" + a,_12" ' + -+ +
a1x + ag = 0 mit Elementen a; € R,0 < ¢ < r. Ohne Einschrinkung kann
man annehmen, dafl ag # 0 und damit das gesuchte Element ist. Sonst geht
man zu der Gleichung 2"~ ! + a,_12" "2+ --- + a; = 0 iiber. O

Zur besseren Unterscheidung von den gebrochenen Idealen nennt man die
iiblichen (reguldren) Ideale ganze Rechts- (Links-, zweiseitige) Ideale von A.
Wenn im folgenden von Idealen der Ordnung A die Rede ist, sind immer
gebrochene und einseitige Ideale gemeint, wobei die Spezifikation Rechts-,
Links- oder zweiseitiges Ideal nur angegeben wird, wenn dies nétig ist. Ma-
ximale Ideale sind natiirlich wie {iblich maximale ganze Ideale der Ordnung

A.

(2.20) Proposition Ein gebrochenes Rechts- (Links-, zweiseitiges) Ideal a
der Ordnung A ist ein volles R-Gitter in A.

Umgekehrt ist jedes volle R-Gitter a Rechts- bzw. Links-Ideal in einer
R-Ordnung A, die in O,(a) bzw. O)(a) enthalten ist.

Beweis: aist ein torsionsfreier R-Modul. Da R noethersch ist, ist mit A auch
jeder R-Teilmodul endlich erzeugt und a damit ein R-Gitter. Sei0 # r € anNR
und wy, ... ,w, € A eine F Basis von A, dann ist rwy, ... ,rw, (man beachte
hierbei R C 7(A)) eine F-Basis von A, die in a enthalten ist.

O,(a) ist nach Abschnitt 1.4 eine R-Ordnung und damit das volle R-
Gitter a ein rechts-seitiger O,(a)-Modul und ebenso ein rechts-seitiger A-
Modul fiir eine R-Ordnung A C O,(a). Die Existenz eines nicht-trivialen
Elementes in RN a folgt direkt aus Proposition 1.20. Schlieflich existiert fiir
jedes Element z € a C A ein 7 € R mit rx € A, denn A enthélt eine F-Basis
von A. Da a iiber R endlich erzeugt ist, existiert auch ein 7 € R, so dafl
ra C A. O

Ist a ein gebrochenes Rechts- bzw. Links-Ideal von A, so ist a also auch
ein gebrochenes Rechts- bzw. Links-Ideal in jeder Ordnung, die in der Rechts-
bzw. Links-Ordnung (O,(a) bzw. O;(a)) enthalten ist.

(2.21) Bemerkung Da die (gebrochenen) Ideale a einer R-Ordnung A
nach Proposition 2.20 stets volle R-Gitter sind, lassen sie sich genauso wie
Ideale in Ordnungen globaler Kérper auch durch Pseudo-Basen darstellen:
a = @), qjw;, wobei n der Dimension der Algebra A iber F entspricht,
a; (1 <i < n) (gebrochene) Ideale von R sind, und wy, ... ,w, eine F'-Basis
von A ist, vgl. Proposition 1.13.
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Kapitel 2  Arithmetik in Ordnungen

(2.22) Proposition FEs seien a und b zwei volle R-Gitter, dann ist (a/b)
ein gebrochenes Rechts-Ideal in allen Ordnungen, die in O,(b) enthalten sind
und ein gebrochenes Links-Ideal in allen Ordnungen, die in O,(a) enthalten
sind, mit anderen Worten: Oy(b) C O,.(a/b) und O;(a) C O,(a/b).

FEbenso ist (b\a) ein gebrochenes Rechts- bzw. Links-Ideal in allen Ord-
nungen, die in O,(a) bzw. O,(b) enthalten sind, also O,(a) C O,(b\a) und
O,(b) € Oy(b\a).

Insbesondere ist der Quotient von zweiseitigen Idealen einer Ordnung A
wieder ein zweiseitiges Ideal in A.

Beweis: Nach Proposition 2.9 sind (a/b) und (b\a) volle R-Gitter in A.
Fiir jedes y € O;(b) und jedes = € (a/b) gilt xyb C b C a, also zy € (a/b)
und damit O;(b) C O,(a/b). (a/b) ist wegen Proposition 2.20 ein gebrochenes
Rechts-Ideal fiir alle Ordnungen, die in O;(b) enthalten sind. Die Behauptung
fiir Links-Ideale und die anderen beiden Teile zeigt man analog. O

Ist a € O,(a) so gilt wegen aa C a auch a C O;(a) und umgekehrt,
vgl. [Deu68, S. 69]. Folglich ist a genau dann in seiner Rechts-Ordnung ent-
halten, wenn es in seiner Links-Ordnung enthalten ist.

(2.23) Bemerkung Aus der Darstellung der (gebrochenen) Ideale einer
Ordnung A ergeben sich konstruktive Verfahren fir die Arithmetik dieser
Ideale:

(1) Die Summe zweier Rechts-, Links- bzw. gleichseitiger Ideale a,b laft
sich durch die Addition der beiden R-Gitter mit einer Komplexitdt von
O(n®) realisieren (Korollar 1.16).

(2) Der Schnitt zweier Rechts-, Links- bzw. gleichseitiger Ideale a,b laft
sich durch den Schnitt der beiden R-Gitter mit einer Komplexitit von
O(n?) realisieren (Korollar 1.17).

(3) Das Produkt a-b eines Links-Ideals a mit einem beliebigen Ideal b von
A ist ein Links-Ideal von A\, ebenso ist das Produkt a-b eines beliebigen
Ideals a mit einem Rechts-Ideal b ein Rechts-Ideal. Fin konstruktives
Verfahren zur Berechnung des Produktes a - b liefert Algorithmus 2.24.

(4) Sind a ein Links-Ideal und b ein beliebiges Ideal von A, so ist der Quo-
tient (a/b) ein Links-Ideal von A. Fir ein Rechts-Ideal a und ein be-
liebiges Ideal b von A ist der Quotient (b\a) ein Rechts-Ideal von A,
vgl. Proposition 2.22.

Beide Quotienten (a/b), (b\a) kénnen mit Hilfe von Algorithmus 2.16
mit O(n*) Elementaroperationen in F berechnet werden. Die Quotien-

ten sind im allgemeinen nicht identisch, siehe hierzu auch Bemerkung
2.50.
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2.4 Idealtheorie in Ordnungen

(2.24) Algorithmus Multiplikation von Idealen
Input:  Zwei Ideale a = @), a,0;,6 = @, b;5; von A.
Output: Das Produkt a - b.
(1)  Bilde samtliche Produkte von Basiselementen o;f3; (1 < i,5 < n)
und Koeffizientenidealen a;b; (1 <1i,5 <n).
(2)  Berechne mit Theorem 1.15

albl Clib‘ anbn ])
a-b=HNF - g - .
({ by e iy o By

(2.25) Proposition Mit Algorithmus 2.24 wird das Produkt der Ideale a
und b in O(n*) Elementaroperationen des Grundkdrpers F berechnet.

Beweis: Der Algorithmus zur Multiplikation von Idealen in Relativerweite-
rungen von Zahlkorpern ist in [Hop98, S. 97] beschrieben. Da das Produkt
zweier Ideale unabhéngig von der Kommutativitiat des Ringes A definiert ist,
und sich das Verfahren direkt an die Definition und die Gitter-Eigenschaft
hélt, 148t es sich auch auf allgemeine nicht notwendig kommutative Ordnung-
en iiber Dedekindringen iibertragen.

Die wesentlichen Operationen sind die Multiplikation der Basiselemen-
te, die nach Bemerkung 2.7 O(n?) Elementaroperationen benétigen und die
Hermite-Normal-Form auf das R-Gitter mit n? Erzeugern, hierfiir werden
ebenfalls O(n?) Elementaroperationen benétigt, vgl. Theorem 1.15. O

2.4.2 Primideale

Ein zweiseitiges ganzes Ideal {0} C B C A heifit Primideal von A, wenn fiir
zwei beliebige zweiseitige Ideale a,b von A mit ab C P schon a C P oder
b C P gilt, vgl. [Deu68, Chpt. VI, §2, Def. 3, S. 73|, [LMT71, Def. A.1], [Rei75,
S. 190] und [CR81, Def. 26.13].

(2.26) Proposition [LMT71, Prop. A.2] Das zweiseitige Ideal {0} C P C A
ist genau dann ein Primideal, wenn fir zwei Elemente a,b € A aus aAb C*P
entweder a € P oder b € P folgt.

Eine wichtige Charakterisierung der Primideale in Ordnungen, die die
Analogie zu den Primidealen in Ordnungen globaler Kérper aufzeigt, liefert

(2.27) Theorem [Rei75, Thm. 22.3] Die Primideale der Ordnung A stim-
men mit den maximalen zweiseitigen Idealen von A tberein. Ist P ein Prim-
ideal von A, so ist p := PN R ein von Null verschiedenes Primideal von
R. Weiterhin ist A := A/B eine endlich dimensionale einfache Algebra iiber
dem Korper R/p.
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Nicht nur in Ordnungen in globalen Kérpern, sondern allgemein in ganzen
Erweiterungen von Dedekindringen sind alle von Null verschiedenen Prim-
ideale stets maximal [Gil72, Prop. 11.8].

Den Primidealen in maximalen Ordnungen A kommt eine dhnliche Be-
deutung zu, wie den Primidealen in Dedekindringen, weshalb die Maximal-
ordnungen manchmal auch als Dedekind ihnliche Ringe (Dedekind-like rings)
bezeichnet werden [MR87, Chpt. 5].

(2.28) Theorem [Deu68, Chpt. VI, §2, Satz 7], [CR81, Thm. 26.14] Die
Menge der (gebrochenen) zweiseitigen Ideale einer Mazimalordnung A ist
eine freie abelsche Gruppe, die von den Primidealen von A erzeugt wird.

2.4.3 Zerlegung der Primideale

Es sei p ein maximales Ideal von R. Hier soll kurz auf das durch Theorem 2.28
motivierte Zerlegungsverhalten von p in der Maximalordnung A eingegangen
werden.

Wie in Abschnitt 1.1 sei A = €),_, A; die Zerlegung der Algebra A in ihre
einfachen Bestandteile A; mit den Idempotenten 1 = @;_, e;,e; € A; (1 <
i < t). Die Zentren K; = 7Z(A4;) (1 < i < v) der einfachen Bestandteile
sind endliche separable Korpererweiterungen von F', so dafl die ganzen Ab-
schliisse R; = CI(R, K;) (1 <i <w) von R in K; wieder Dedekindringe sind,
vgl. [PZ89, Chpt. 4, Thm. 5.9] oder [LMT71, Prop. 6.22].

Zuerst betrachtet man die Zerlegung von pR; in dem Dedekindring R;.
Die Bewertungstheorie, z.B. [Wei63, Thm. 2-4-6], oder die Idealtheorie,
2.B. [Rei75, (4.27) und Thm. 4.30], liefern pR; = [[;_, P;7. Zusammen

2y

mit den Restklassengraden f;; = [R;/%B;; : R/p] (1 < j < r;) erhdlt man
> €igfiy = [ 2 Fl.

Theorem 1.4 erlaubt die Zerlegung der Maximalordnung A in Maximal-
ordnungen der einfachen Bestandteile A; := Ae;. Jedes A; ist eine zentralein-
fache K;-Algebra, also eine einfache K;-Algebra, deren Zentrum gerade K;
entspricht. Es sei jetzt B ein maximales Ideal von R;, dann zerlegt sich BA;
nach [Rei75, Thm. 22.14] in PA; = Q™.

Die maximalen zweiseitigen Ideale der Maximalordnung A sind gerade
von der Form ;; == Ay ® - A1 @ fl” SNy @ @A, fiir ein maxi-
males zweiseitiges Ideal Q;; von A;, vgl. [Rei75, (22.13)]. Damit erhilt man
insgesamt das folgende Zerlegungsverhalten.

(2.29) Theorem Das mazimale Ideal p von R zerlegt sich in der Mazimal-
ordnung A wie folgt: pA = T[_, [T/, Q5™ Die Anzahl der Primideale
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Q, ; ist durch die Dimension der F'-Algebra A nach oben beschrinkt. AufSer-
dem ist die Anzahl der Primideale ; ; unabhdngig von der Wahl der Maxi-
malordnung A, also fiir alle Maximalordnungen gleich.

Ein Zusammenhang zu den Primidealen in beliebigen (nicht notwendig
maximalen) Ordnungen 148t sich hier nicht herstellen. Die Situation ist sehr
viel komplizierter als im kommutativen Fall. Im kommutativen Fall kann
man die sogenannten Going-Up und Going-Down Theoreme [LMT71, Cor. 4.7,
Thm. 4.9] verwenden. Abschnitt 5.2 wird Auskunft iiber die Primideale in
beliebigen Ordnungen geben.

2.4.4 Inverse Gitter

Wesentlich fiir die Gruppeneigenschaft der zweiseitigen Ideale ist natiirlich
die Existenz eines inversen Ideals. Das Inverse 183t sich aber allgemeiner
nicht nur fiir einseitige Ideale beliebiger Ordnungen, sondern sogar fiir volle
R-Gitter definieren.

Es sei im folgenden a ein volles R-Gitter. Das Inverse Gitter von a wird
definiert als a™! := {z € Alaza C a} [Deu68, Chpt. VI, §2, Def. 2, S. 73],
[CR81, (26.15)], [Rei75, (22.5)]. Man sieht sofort, dafi auch a™ = (a\(a/a)) =
((a\a)/a) gelten. Daraus leitet man sofort ein konstruktives Verfahren zur
Berechnung des inversen Gitter ab.

(2.30) Algorithmus Invertierung von R-Gittern
Input:  Ein volles R-Gitter a = @, a;q;.
Output: Das inverse Gitter a=*.

(1)  Berechne mit Algorithmus 2.16 den Quotienten b = (a/a).

(2)  Berechne mit Algorithmus 2.16 den Quotienten a~! = (a\b).

(2.31) Proposition Die Komplezitit fiir die Berechnung des inversen Git-
ters a=! ist O(n*), gemessen in Elementaroperationen des Grundkdrpers F.

Beweis: Zur Berechnung des inversen Gitters wird zweimal der Algorithmus
2.16 angewendet, der nach Proposition 2.18 je O(n?) Elementaroperationen

benotigt. O

(2.32) Proposition [CR81, (26.16)] Fir ein volles R-Gitter a in A gelten
Oy(a) C O,(a™t) und O,(a) C Oy(a™t).

Ist A eine Maximalordnung und a ein zweiseitiges Ideal von A, dann gelten
trivialerweise O;(a) = O,(a™!) = A und O,(a) = Oy(at) = A.
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(2.33) Proposition FEs sei a ein volles R-Gitter in A, dann gelten aa™! C
Oy(a) und a™'a C O,(a). Ist O)(a) bzw. O,(a) mazimal, so gilt sogar aa™" =
Oy(a) bzw. a~ta = O,(a).

Beweis: Aus a™' = {z € Alaza C a} = {z € Alaz C O)(a)} folgt leicht die
Inklusion aa™' C O;(a). Analog folgt auch die entsprechende Aussage fiir die
Rechts-Ordnung.

Den zweiten Teil der Aussage entnimmt man [CR81, (26.17)]. O

(2.34) Proposition [Deu68, Chpt. VI, §2, Satz 12] Die Links-Ordnung
Oi(a) eines vollen R-Gitters a ist genau dann mazimal, wenn die Rechts-
Ordnung O,(a) von a mazimal ist.

(2.35) Proposition st a ein volles R-Gitter in A, so gilt a C (a™!)~!.

Beweis: Es sei x € a, aus Proposition 2.33 und Proposition 2.32 folgen
a 'z CO,(a) COa), also (atzx)a~t Cal. O

(2.36) Proposition [Rei75, Thm. 22.7] Wenn die Links-Ordnung Oy(a) ei-
nes vollen R-Gitters a mazimal ist, dann gilt a = (a=')~L.

(2.37) Bemerkung Das Inverse eines Rechts- bzw. Links-Ideals einer ma-
ximalen Ordnung A ist ein Links- bzw. Rechts-Ideal von A. Insbesondere han-
delt es sich entsprechend um ein Links- bzw. Rechts-Inverses beziiglich der
Ideal-Multiplikation.

Ist die Ordnung A nicht maximal, so ist zwar nach wie vor das inver-
se Gitter des Rechts- bzw. Links-Ideals von A ein Links- bzw. Rechts-Ideal
von A, aber nicht mehr notwendig das inverse Element beziiglich der Ideal-
Multiplikation.

Da die gebrochenen Ideale einer beliebigen R-Ordnung A volle R-Gitter
in A sind, lGfit sich das Verfahren zur Berechnung des inversen Gitters (Al-
gorithmus 2.30) auf gebrochene Ideale anwenden. Fir die Invertierung von
zweiseitigen Idealen bietet sich aber ein einfacheres Verfahren an, siehe hier-
zu Algorithmus 2.42.

2.4.5 Zweiseitige Ideale

Dieser Teil der Arbeit bezieht sich ausschliellich auf die zweiseitigen Ideale
der Ordnung A. Trivialerweise gilt

(2.38) Proposition FEs seien A C A’ zwei Ordnungen und a ein zweiseitiges
Ideal von A. Dann ist @’ := Nal' ein zweiseitiges Ideal von N, das a enthdlt.
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Die Menge der zweiseitigen (gebrochenen) Ideale bildet zusammen mit A
als Einselement einen Monoid beziiglich der Multiplikation. Durch die iibli-
che Definition , Ein zweiseitiges Ideal a der Ordnung A heifit invertierbar in
der Ordnung A, wenn ein zweiseitiges Ideal b existiert mit ab = A = ba. ist
das Inverse dann, falls es existiert, bereits eindeutig bestimmt. Der Zusam-
menhang zu den inversen Gittern wird in Theorem 2.40 gezeigt.

(2.39) Proposition Ist das zweiseitige Ideal a der Ordnung A invertierbar
in A, soist A gleich der Links- und der Rechts-Ordnung von a.

Beweis: A ist trivialerweise in O;(a) = (a/a) enthalten. Sei z € O;(a) und
b das inverse Ideal von a, dann gelten xa C a und A = zab C ab = A, also
auch z € A. A = O,(a) folgt auf die gleiche Weise. O

Damit ist O;(a) = A = O,(a) eine notwendige Voraussetzung fiir die In-
vertierbarkeit eines beliebigen zweiseitigen Ideals a. Wie Zassenhaus in einem
Beispiel in [Zas67, S. 99] zeigt, ist dies aber keine hinreichende Voraussetzung,
nicht einmal fiir maximale zweiseitige Ideale.

(2.40) Theorem Fliir ein zweiseitiges Ideal a der Ordnung A sind die fol-
genden Aussagen dquivalent:

(1) a ist invertierbar in A.
(2) (A/a) ist das Inverse zu a.
(3) (a\A) ist das Inverse zu a.

Wenn a invertierbar ist, so stimmt das Inverse von a mit dem inversen Gitter
von a tberein.

Beweis: Die Schritte (2)=-(1) und (3)=-(1) sind trivial. Es sei b das Inverse
zu a, fir € b gilt dann za C A, also x € (A/a). Aus der Definition
des Quotienten folgt (A/a)a C A und aus der Existenz des Inversen sogar
(A/a)a = A. Damit ist wegen der Eindeutigkeit des Inversen (1)=(2) gezeigt,
fiir (1)=-(3) verfdhrt man analog.

Sei jetzt a invertierbar. Dann ist (A/a) das Inverse zu a. Fiir jedes x €
(A/a) gilt a(za) C aA C a, daher z € a~!, wobei mit a~! das inverse Gitter
von a bezeichnet wird. Auf der anderen Seite gilt nach Proposition 2.33
ala C O.(a) = A, alsoa! C (A/a). O

Damit ist der Zusammenhang zu den inversen Gittern aus dem vorange-
gangenen Abschnitt geschaffen und die Verwendung der Notation a~! sowohl
fiir das inverse Ideal von a, falls es existiert, als auch fiir das inverse Gitter
ohne weiteres moglich.
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(2.41) Bemerkung Aus Theorem 2.40 ergibt sich ein einfacheres Verfahren
als Algorithmus 2.30 zur Berechnung des inversen Ideals zu einem zweiseiti-
gen Ideal einer beliebigen Ordnung, falls das Inverse existiert (Algorithmus
2.42).

Die Komplexitit gemessen in FElementaroperationen des Grundkorpers
bleibt zwar O(nt), es muf aber nur ein Quotient berechnet werden, an Stelle
von zweien. Die absolute Laufzeit wird sich demnach halbieren. Dieses Ver-
fahren sollte also insbesondere fiir die Arithmetik von zweiseitigen Idealen in
Mazimalordnungen verwendet werden.

(2.42) Algorithmus Invertierung von zweiseitigen Idealen
Input:  Ein invertierbares zweiseitiges Ideal a = @)_, a;c; der Ordnung A.
Output: Das inverse Ideal a=* in A.

(1)  Berechne mit Algorithmus 2.16 den Quotienten a~' = (A/a).

Zusétzlich zu Theorem 2.40 gibt es fiir maximale zweiseitige Ideale noch:

(2.43) Proposition Es sei a ein zweiseitiges mazimales Ideal in A. a ist
genaw dann in A invertierbar, wenn O)(a) = A C (A/a) oder O,.(a) = A C
(a\A) gilt.

Beweis: Es sei zunéchst a invertierbar mit dem Inversen (A/a), vgl. Theo-
rem 2.40. Die erste Bedingung O;(a) = A folgt aus Proposition 2.39. Ange-
nommen A = (A/a), so ist dies wegen (A/a)a = Aa C a C A ein Widerspruch.

Jetzt gelte Oy(a) = A C (A/a). Fiir diesen Teil des Beweises siche auch
[Zas67, S. 99]. b = (A/a)a ist ein zweiseitiges Ideal von A (Proposition 2.22).
Es gilt a C b C A, so daBl wegen der Maximalitdt von a entweder a = b
oder b = A gelten mufl. Aus a = b folgt aber sofort (A/a) C (a/a) = A ein
Widerspruch zur Voraussetzung. Es gilt also (A/a)a = A.

¢ = a(A/a) ist auch ein zweiseitiges Ideal von A, fiirdasa C ¢ C (a/a) = A
gilt, so daf} aus der Maximalitdt von a entweder a = ¢ oder ¢ = A folgt. Mit
a = ¢ erhdlt man aber wegen A = ba = bc = ba(A/a) = A(A/a) = (A/a)
einen Widerspruch zur Voraussetzung, so da8 a(A/a) = A gelten muf. Somit
ist a in A invertierbar mit dem inversen Ideal (A/a).

Die anderen beiden Teile zeigt man analog. O

(2.44) Bemerkung Da fiir ein (zweiseitiges) Ideal a von A O)(a) = A =
O,(a) notwendige Voraussetzung fiir die Invertierbarkeit von a ist, kann man
auf der Suche nach einer Mazximalordnung immer A durch die Rechts- oder
Links-Ordnung von a ersetzen, wenn diese nicht mit A iibereinstimmen. Ist
eine der beiden Ordnungen echt grofier als A, so war A nicht maximal.

Wenn a nur ein Rechts- bzw. Links-Ideal von A ist, dann darf man ent-
sprechend nur die Rechts- bzw. Links-Ordnung von a betrachten.
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Wenn man aber schon von einer ganzen Reihe von Idealen von A die
Rechts- bzw. Links-Ordnungen berechnet hat, und keine echt grofiere Ord-
nung als A gefunden hat, ist dann A maximal? Eine Antwort auf diese Frage
liefern das Verfahren von Zassenhaus [Zas67| fiir den Fall R = Z, das im
néchsten Kapitel auf beliebige Dedekindringe R {ibertragen wird.

Die folgenden Aussagen iiber invertierbare maximale Ideale der Ordnung
A sind auch eine Verallgemeinerung von [Zas67]. Die Beweise verlaufen im we-
sentlichen analog, sind aber aus Griinden der Vollstindigkeit hier aufgefiihrt.

(2.45) Proposition [Zas67, Hilfssatz 1, S. 99] Ein invertierbares zweiseiti-
ges Ideal a der Ordnung A kommutiert mit allen zweiseitigen (ganzen) Idealen
b, fir diea+b=A gilt.

Beweis: Es gelten b = a~!(ab) Ca~'(anb) C (a~'a)N(a"tb) C AN(altb),
also

(2.46) b C AN (a'b),
sowie die trivialen Inklusionen
(2.47) a(ANn(a™b)) Caa'b=b und b(AN(a"'b)) C bA =b.

Weiterhin erhilt man A N (a™'b) = A(AN(a™'b)) = (a+ b)(AN (a™tb)) C
a(AN (a7'b)) + b(AN (a”'b)) C b, wobei bei der letzten Inklusion (2.47)
ausgenutzt wurde. In Verbindung mit (2.46) folgt

(2.48) ANn(a7'b) =b.

Mit (2.48) folgt nun a~'(anb) C (a~'a) N (a~'b) = AN (a~tb) = b, also
anb C ab. Es gilt also anb = ab.
Analog zeigt man a N b = ba, und damit ab = ba. a

(2.49) Proposition [Zas67, Hilfssatz 2, S. 99] Ein invertierbares maxima-
les zweiseitiges Ideal a der Ordnung A kommutiert mit jedem (gebrochenen)
zweiseitigen Ideal b von A.

Beweis: Ist b ein ganzes Ideal, das nicht in a enthalten ist, so ist wegen
Proposition 2.45 nichts weiter zu zeigen. Wenn A C b, b also kein ganzes
Ideal ist, dann existiert ein » € R, so dal rb ein ganzes Ideal von A ist.
An dieser Stelle kann man ohne Einschrankung annehmen, daf§ {0} # b ein
ganzes in a enthaltenes Ideal ist.

Es gilt stets /™' C a/,7 > 0, sonst erhilt man mit A = a/(a”!)/ =
aa’(a')? = a einen Widerspruch. Daher muf$} ein Exponent v > 0 existieren
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mit b C a” aber b € a**!. Hierzu geniigt es, den Index von @’ in b und die
eindeutige Primideal-Faktorisierung in R zu betrachten.

Fiir ¢ := a7b C A gelten ¢ € a und ¢+ a = A. Nach Proposition 2.45
gilt ca = ac, also auch ab = aa”c = a”ca = ba. a

(2.50) Bemerkung FEs seien a, b zweiseitige Ideale von A, a sei invertierbar
und a kommutiere mit b. (Dies erhdlt man zum Beispiel, wenn a mazimal
und invertierbar ist, vgl. Proposition 2.49.)

Dann gilt auch a™'b = a~'b(aa™!) = a~'aba™ = ba~'. Weiterhin gilt
(b/a) =ba"! =a~'b = (a\b). Man kann also von einer eindeutigen Division
von b durch a sprechen.

(2.51) Korollar [Zas67, Korollar 1 und 3, S. 100, 101] Jedes ganze zweiseiti-
ge Ideal a der Ordnung A lifst sich als Produkt von invertierbaren mazimalen
zweiseitigen Idealen von A und einem zweiseitigen Ideal von A, das in keinem
invertierbaren mazimalen zweiseitigen Ideal von A enthalten ist, schreiben.

Beweis: Ist a in keinem invertierbaren maximalen zweiseitigen Ideal von A
enthalten, so ist man fertig. Es gelte also a C b, wobei b ein invertierbares
maximales zweiseitiges Ideal von A ist. Wie im Beweis zu Proposition 2.49
erhilt man einen Exponenten v > 0 mit a C b” a € b¥*L. Fiir a’ := b~"a gilt
dann @’ € b und man kann mit dem ganzen zweiseitigen Ideal a’ fortfahren.
Die Betrachtung des Index und die Endlichkeit der Primideal-Faktorisierung
des Index in R liefern, daf§ diese Rekursion nach endlich vielen Schritten
abbrechen muf. a

(2.52) Bemerkung Die Faktorisierung aus Korollar 2.51 lif$t sich auch auf
gebrochene zweiseitige Ideale der Ordnung A tbertragen: Der mdgliche Nen-
ner r € R faktorisiert dann ebenso in ein Produkt von invertierbaren maxi-
malen zweiseitigen Idealen von A und ein zweiseitiges Ideal m C A, das in
keinem invertierbaren maximalen zweiseitigen Ideal von A enthalten ist. Da
r\ in A invertierbar ist, ist auch das Ideal m in A invertierbar, so dafi man
die Faktorisierung zusammensetzten kann.

Ein Verfahren zur Berechnung dieser Faktorisierung ist Algorithmus 5.27.
In Proposition 5.29 wird aulerdem die Eindeutigkeit der Faktorisierung aus
Korollar 2.51 gezeigt.

Aus Korollar 2.51 148t sich eine weitere Charakterisierung der Indexteiler
ableiten, siehe Bemerkung 3.15.
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Der Round 1 Algorithmus

In diesem Kapitel wird der Round 1 Algorithmus von Zassenhaus [Zas67] zur
Berechnung von Maximalordnungen beschrieben und verallgemeinert. Zas-
senhaus hatte das Verfahren fiir Ordnungen A iiber Z erklért [Zas67, S. 90].

Die Halbeinfachheit der Q-Algebra A = Q ®z A erhélt er durch die
Bedingung ’(Tr(wiwj»(lgi,jgn) # 0, wobei wy, ... ,w, eine Z-Basis von A sei.
Die Separabilitéit einer endlich dimensionalen halbeinfachen Algebra A iiber
Q erhélt man trivialerweise, vgl. Proposition 1.1.

Hier wird dieses Verfahren verallgemeinert, so daf es zur Berechnung von
Maximalordnungen von Ordnungen A iiber Dedekindringen R angewendet
werden kann, wobei A eine Ordnung in der separablen F-Algebra A der

Dimension n und F' der Quotientenkorper von R ist.

3.1 Diskriminante und Index von R-Gittern

Die aus der Theorie von Ordnungen in globalen Kérpern wohlbekannte Dis-
kriminante von Ordnungen und der Index einer Ordnung in einer anderen
Ordnung werden hier allgemeiner fiir volle R-Gitter in A definiert.

Es seien A C A’ stets zwei volle R-Gitter in A. Weiterhin seien die Pseudo-
Basen beider Gitter nach Theorem 1.18 wie folgt gegeben: A’ = @) aq;w;
und A = P, bia;w;.

Mit Tr : A — F wird im folgenden die reduzierte Spur von A bezeich-
net, vgl. Seite 2. Die reduzierte Spur induziert eine symmetrische nicht-
degenerierte Bilinearform I' : A x A — F : (z,y) — Tr(zy) [Rei75,
Thm. 9.26].

Die Diskriminante disc(A)des R-Gitters A ist definiert als das (gebroche-

ne) Ideal von R, das von allen Elementen ‘(Tr(:z:lmj)) (1<i.j Sn)‘ erzeugt wird,

wobei x1, ... ,x, € A, vgl. [CR81, (4.25)] oder [PZ89, Chpt. 4.5, 5.50]. Aus
der Pseudo-Basis von A’ erhiilt man disc(A') =[], a? ’(Tr(w,-wj))

i=1 % (1<i,j<n)|"
Der Beweis hiervon verlauft analog zu dem fiir Relativerweiterungen von
Zahlkorpern [Fri97, Satz 11.49].

Fiir einen R-Torsionsmodul A'" seien ny 2 ny, 2 --- DO n,

die FElementarteiler-Ideale [PZ89, Chpt. 4.5, Def. 5.25]. Bei dem R-
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Torsionsmodul A*™ = A’/A entsprechen die Elementarteiler-Ideale gerade
den Elementarteiler-Idealen aus Theorem 1.18 n; = b; (1 <i < mn).

Das Ordnungsideal des R-Torsionsmoduls A™" ist definiert als ord(A*") =
[T;_, n [PZ89, Chpt. 4.5, Def. 5.30], [Rei75, (4.16)]. In [Rei75, (4.16)] wird
das Ordnungsideal auch fiir beliebige R-Moduln (nicht notwendig Torsions-
module) erklirt. In diesem Rahmen geniigt aber die Einschrankung auf Tor-
sionsmodule. Aus dem Ordnungsideal leitet man den Indexr von A’ in A wie
folgt ab: (A" : A) = ord(A’/A) [PZ89, Chpt. 4.5, Lemma 5.35].

(3.1) Korollar Fir die vollen R-Gitter A C A’ gilt disc(A) = (A
A)? disc(A).

Mit Hilfe des dualen Gitters A+ = {x € A|Tr(zA) € R} von A [OMe63,
§82F] kann man die reduzierte Diskriminante disc,(A) von A definieren als das
grofite Elementarteiler-Ideal von At /A [PZ89, Chpt. 4.5, Def. 5.46], weiterhin
erhdlt man

(3.2) Proposition [PZ89, Chpt. 4.5, Lemma 5.49], [Rei75, S. 218] Fir das
R-Gitter A gilt disc(A) = (A : A).

3.2 p-Maximalitit

Die Begriffe Diskriminante und Index werden aus dem vorangegangenen
Abschnitt in natiirlicher Weise auf R-Ordnungen tibertragen, vgl. [Deu68,
Chpt. VI, §6, Def. 1, S. 87|, [Rei75, S. 126].

(3.3) Theorem [Deu68, S. 88], [Rei75, Thm. 25.3] Zwei Mazimalordnungen
in A haben dieselbe Diskriminante.

Damit kann man #hnlich wie bei globalen Korpern die Diskriminante
einer Maximalordnung auch auf die ganze Algebra A iibertragen. Auflerdem
ist der folgende Begriff wohldefiniert.

Es sei p ein maximales Ideal von R. Dann heifit die R-Ordnung A p-
mazimal, wenn der Index einer beliebigen iiber A liegenden Maximalordnung
A(M2) in A nicht von p geteilt wird. Nach Theorem 3.3 und Korollar 3.1 ist
(A™a%) 2 A) = (Ay : A) fiir jede iiber A liegende Maximalordnung As.

Der Begrift der p-mazimalen Oberordnung, der aus der Betrachtung von
Ordnungen in globalen Kérpern bekannt ist, muf3 im nicht-kommutativen Fall
angepafit werden, da hier keine eindeutige Maximalordnung existiert. Zu ei-
ner gegebenen Maximalordnung A®™9 und einer darin enthaltenen Ordnung
A heifit die Menge A®) 1= {z € A |p¥y C A, fiir ein v > 0} p-mazimale
Zwischenordnung zu A und A™®)_ Die Eigenschaften von A® sind aber die-
selben wie im Fall globaler Korper, vgl. [Fri97, Lemma II1.3]:
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(3.4) Proposition A® ist eine p-mazimale Ordnung und es existiert ein
v >0 mit pA®) C A. Hierfiir gilt (A®) : A) | p*™.

Beweis: Die R-Modul-Eigenschaft von A® ist unmittelbar klar. Da A®
nach Definition auch ein Teilmodul von A™®) ist, ist A®) auch endlich er-
zeugt, also ein R-Gitter. Aus A € A® folgt dann, daB A® sogar ein volles
R-Gitter ist.

Fiir 2,y € A®) mit p"1z, p*2y C A gilt p"1+2(2y) = p”12 - p2y C A. Nach
Korollar 1.8 ist A®) also eine Ordnung.

Da A® iiber R endlich erzeugt ist, und fiir jeden Erzeuger y ein entspre-
chender Exponent p > 0 existiert mit pty C A, existiert auch ein v > 0 mit
p?A® C A (AP : A) | p*" folgt dann aus der Betrachtung der n Elementar-
teiler, die alle p” teilen miissen.

Angenommen A® ist nicht p-maximal, dann liefert Theorem 1.18 die
Darstellungen A™) = @7 a;w; und A®) = @7, b;a;w;, wobei ein 1 <
J < n existiert mit p*c = b;,¢ Z p. Mit = := qyw;,y € ca; \ bja; erhdlt man
z € A und o ¢ AP aber ptz € bja;w; C AP also auch p”#z € A, einen
Widerspruch zur Annahme. O

(3.5) Korollar A ist genau dann p-mazimal, wenn A = A®) gilt.

3.3 Das p-Radikal

Die folgende Aussage wird haufiger gebraucht werden, deshalb taucht sie hier
in einer allgemeinen Formulierung auf.

(3.6) Proposition FEs seien S ein nicht notwendig kommutativer Ring mit
Fins und I ein beliebiges zweiseitiges Ideal von S. Der kanonische Homo-
morphismus ¢ : S — S/I : x — x + I induziert eine Bijektion zwischen
den ganzen (mazimalen) Rechts-, Links- bzw. zweiseitigen Idealen von S, die
I enthalten und den ganzen (mazimalen) Rechts-, Links- bzw. zweiseitigen
Idealen von S/I.

Beweis: Fiir zweiseitige Ideale ist diese Aussage wohlbekannt, z.B. [Mey75,
Satz 3.1.11 und Satz 3.1.17]. Eine Analyse der Beweise zeigt, dafl man die
Aussage auch auf Rechts- bzw. Links-Ideale iibertragen kann. Die Bijektion
zwischen den maximalen Idealen ist dann eine Folgerung aus der Bijektion
zwischen allen entsprechenden Idealen. O

Es seien p ein maximales Ideal von R und A eine Ordnung. Weiterhin

werden A := A/pA und das Jacobson-Radikal J := J(A) von A definiert. J
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ist der Schnitt iiber alle maximalen Links-Ideale von A und ein zweiseitiges
Ideal von A [Lor90, §28, Bemerkung (b) nach Def. 10].

Essei ¢ : A — A: 2z — x+pA der kanonische Homomorphismus. An
dieser Stelle mochte ich Gabriele Nebe fiir den Hinweis [Neb00] danken, der
den Beweis der folgenden Aussage geliefert hat.

(3.7) Proposition J ist der Durchschnitt aller mazimalen zweiseitigen
Ideale von A.

Beweis: Aus A endlich erzeugt iiber R folgert man, da A auch endlich
erzeugt iiber dem Korper R := R/p ist. Damit ist aber A nach [Lor90, §28,
F24] eine artinsche Algebra. Man sieht mit [Lor90, §28, Bem. (f) und (i) nach
Def. 10], daB A/J eine halbeinfache artinsche Algebra ist, sich also wegen
[Lor90, §29, Satz 1] in seine einfachen Bestandteile zerlegen lifit: A/J =
@le L;. v : A — A/J sei der kanonische Homomorphismus.

Die maximalen zweiseitigen Ideale von A/J sind dann gerade von der
Formm; = L1 & - & L1 {0} ® Liy1 @+ D Lx (1 < i < k) und
insbesondere gilt ﬂle m; = {0}.

Nach Proposition 3.6 sind 1~!(m;) gerade die maximalen zweiseitigen
Ideale von A, die J enthalten und man folgert J 2 (% (m;). Da J
auBerdem in jedem maximalen zweiseitigen Ideal von A enthalten ist [Rei75,
Cor. 6.13], erhilt man die Behauptung,. O

Der Schnitt y/pA iiber alle maximalen zweiseitigen Ideale von A, die p
enthalten, heifit das p-Radikal von A. Korollar 5.22 wird zeigen, dafl es nur
endlich viele maximale zweiseitige Ideale in A gibt, die p enthalten. v/pA ist
ein zweiseitiges Ideal in A, das p enthélt. Man erhélt den folgenden Zusam-
menhang zum Jacobson-Radikal von A.

(3.8) Korollar FEs gilt o~'(J) = v/pA.

Beweis: Mit Proposition 3.6 erhilt man ¢~1(J) = ¢~ }((\m), wobei nach
Proposition 3.7 der Schnitt iiber alle maximalen zweiseitigen Ideale m von
A genommen wird. Daraus folgt ¢~ 1(J) = (\m = /pA. Diesmal wird der
Schnitt aller maximalen zweiseitigen Ideale von A betrachtet, die p enthalten.
O

(3.9) Proposition Es existiert ein v > 0 mit J* = {0} und ebenso /pA~ C
pA.

Beweis: A ist eine endlich dimensionale artinsche Algebra iiber R/p, vgl. Be-

weis zu Proposition 3.7. Weiterhin ist das Jacobson-Radikal einer artinschen
Algebra stets nilpotent [Lor90, §28, Satz 4]. a
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Die folgende Aussage ist eine Verallgemeinerung von [Zas67, Satz 2] und
eines der wesentlichen Hilfsmittel fiir das Maximalitédtskriterium Theorem
3.11.

(3.10) Proposition [Zas67, Satz 2] Entweder gibt es ein mazximales zwei-
seitiges Ideal B von A, das p enthdlt und dessen Links-Ordnung echt grofSer
ist als A, also A C O;(B) = (P/P), oder alle marimalen zweiseitigen Ideale,
die p enthalten, sind invertierbar.

Beweis: {B1,...,Bs} sei die Menge der maximalen zweiseitigen Ideale von
A, die p enthalten. Gilt A C O,(*B,) fiir ein B;, so kann wegen Proposition
2.39 B, nicht invertierbar sein. Es gelte also A = O;(;) (1 < j < s).

Wegen (szl ‘Bj)V C /pA” C pA gibt es Produkte Q; = [[L, Qi €
pA (i € ), wobel Q;; € {B1,... . Ps} (€ Z,1 <j<s) SeiQ; (1 €T)
eines dieser Produkte, dann gilt @); € pA C B, (1 < 5 < s), und aus
der Primideal-Eigenschaft der B;, vgl. Theorem 2.27, folgt, daf fiir jedes
1 <j<seinl <Ek; <s; existieren mufl mit Qi,kj C ‘B;, also wegen der
Maximalitédt auch Q;x;, = 9. Die Produkte Q; (7 € Z) haben alle mindestens
s Faktoren und jedes der *B; kommt darin vor.

Jetzt wihlt man ein Produkt @; (i € Z) mit der kleinsten Anzahl von
Faktoren. Man erhilt Q; = [[;2; Qi; € pA und ngl Q,; Z pA. Hieraus
ergibt sich A C p~! Hj:_ll Q,; € (A/Q; ;). Aus Proposition 2.43 folgt, daf
; 5, invertierbar ist, und wegen Proposition 2.49 mit den Idealen £Q;; (1 <
J < s;) kommutiert.

Die Umstellung des Produktes Q; liefert 9, Hj:_f Qi; = Qi C pA,
und wegen der minimalen Anzahl der Faktoren mufy 9, ,, ngf Qi; € pA
gelten. Wie oben folgert man, daf§ das Ideal £, ,,_; invertierbar ist. Fiihrt
man diesen Schritt mehrfach durch, so gelangt man zu dem Ergebnis, dafl
alle Ideale Q; 1, ... ,9;,, und damit auch alle Ideale By, ... , P, invertierbar
sind. a

3.4 Das p-Maximalitatskriterium

Mit den Vorarbeiten der letzten Abschnitte 148t sich jetzt die Hauptaussa-
ge [Zas67, Satz 3| formulieren und auf R-Ordnungen iiber Dedekindringen
iibertragen. Dazu sei wieder p ein maximales Ideal von R.

(3.11) Theorem Maximalitédtskriterium [Zas67, Satz 3] Die R-Ordnung
A ist genau dann p-mazimal, wenn jedes maximale zweiseitige Ideal von A,
das p enthdlt, in A invertierbar ist.
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Beweis: A’ seieine A enthaltende Maximalordnung. Zuerst sei A p-maximal
und ‘P sei ein maximales Ideal von A, das p enthalt. Dann ist ' := APA’

ein zweiseitiges Ideal von A’, vgl. Proposition 2.38, das invertierbar ist. Man
erhiilt damit (A’ : A)P' B C (A A)P' 1P = (A : A)A C A, also

(3.12) (A )P~ C(A/B).

Aus (A AP = (N : AN)YB((A = A)N) C A’BA C P folgert man
(A P HP 2 (A HP)A AP 2 (A APPA D (A2 A)A, und

damit
(3.13) (A APAC (N AP P

Setzt man (3.12) ein, so liefert dies (A/PB)P D (A : A)P' )P D (A : A)3A,
wobei fiir die letzte Inklusion (3.13) verwendet wurde. pA ist trivialerweise in
(A/PB)P enthalten, so dal (A/B)P 2 (A : APPA+pA D (N :A)>P+p)A=A
folgt.

Mit der triviale Inklusion A O (A/B)P sieht man A = (A/P)P. Auf die
gleiche Weise zeigt man, dafl auch A = P(A/P) gilt, P demnach invertierbar
ist.

Jetzt seien alle maximalen zweiseitigen Ideale von A, die p enthalten, in-
vertierbar. Korollar 3.5 zeigt, da§ A genau dann p-maximal ist, wenn A mit
der p-maximalen Zwischenordnung A® zu A’ iibereinstimmt. Nach Propo-
sition 3.4 existiert ein ¥ > 0 und es gilt a := pYA® C A. a ist daher ein
(ganzes) zweiseitiges Ideal von A, das p” enthélt.

Nun 148t sich a aber nach Korollar 2.51 als Produkt der maximalen zwei-
seitigen Ideale von A, die p enthalten, schreiben, und ist folglich invertierbar.
Mit a ldBt sich dann auch das (gebrochene) zweiseitige Ideal A® in A in-
vertieren. Es mufl nach Proposition 2.39 O;(A®) = A, also A = A®) gelten.
O

Die Verwendung von Proposition 3.10 liefert dann

(3.14) Korollar Die R-Ordnung A ist genau dann p-mazimal, wenn fir alle
maximalen zweiseitigen Ideale P von A, die p enthalten, O;(P) = A gilt.

Man mufl demnach fiir jedes der maximal n Primideale 8 der Ordnung
A, die p enthalten, testen, ob O;(f) = A gilt, wobei n die Dimension der
F-Algebra A ist, vgl. Korollar 5.22.

(3.15) Bemerkung Korollar 2.51 und Theorem 3.11 zeigen, dafS die maxi-
malen Ideale p von R, fir die die Ordnung A nicht p-maximal ist, sich in der
Ordnung A nicht vollstindig faktorisieren lassen.
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3.5 Berechnung von Maximalordnungen

In diesem Abschnitt werden die theoretischen Ergebnisse (besonders Korollar
3.14) nun zu entsprechenden Algorithmen ausgebaut, die es erlauben zu ei-
ner gegeben Ordnung A und einem maximalen Ideal p von R erst eine p-
maximale Ordnung A®) zu berechnen (Algorithmus 3.16), die A enthélt, und
anschlieBend dann eine Maximalordnung A®™*) O A (Algorithmus 3.18, Al-
gorithmus 3.20).

(3.16) Algorithmus p-maximale Ordnung (Round 1)
Input: Fine Ordnung A und ein maximales Ideal p von R.
Output: Fine p-mazimale Ordnung A® D A.
(1) Initialisiere A®) := A.
(2)  Berechne alle maximalen Ideale B, . .. ,Bs von A®) | die p enthalten.
(3)  Fir (1 <i<s) liefert Korollar 2.17 O,(%B;).
(4)  Gilt A®) C O)(B;), dann ersetze A®) = O;(B;) und gehe zu Schritt
2).
(5) (Gz)lt AP = Oy(B;) fiir (1 <i < s), dann terminiere.

Verfahren zur Berechnung der maximalen Ideale, die p enthalten, findet
man in Abschnitt 5.2.2.

(3.17) Proposition Es sei disc(A) = p*q mit q € p?. Die Komplexitit von
Algorithmus 3.16 betrigt O(u(n®+g(n))), wobei g(n) die Komplezitit fir die
Berechnung der p enthaltenden Primideale einer beliebigen Ordnung ist.

Beweis: Ist A® in Schritt (4) nicht p-maximal, dann liefert O;(B) fiir ein
p C P eine groBere Ordnung. Fiir # € O;(P) gilt pr = 2p C 2P C P C AP,
also pO;(P) € AP, Es gilt demnach (O;(B) : A®)) | p™.

Nach maximal p solchen Aufstiegen ist man an einer p-maximalen Ord-
nung angelangt. Unter Umstdnden mufl man aber in jedem dieser (maximal)
p Schritte alle p enthaltenden Primideale konstruieren (g(n)) und anschlie-
Bend fiir jedes der maximal n Primideale (Korollar 5.22) die Links-Ordnung
berechnen (O(n?)).

Den Test A, = O;(*B;) bekommt man durch eine geeignete Modifikation
von Algorithmus 2.16: ,=" gilt genau dann, wenn die Diskriminanten gleich
sind. Es geniigt daher, das Produkt der Koeffizientenideale aus der Darstel-
lung von A® mit dem Produkt | J ¢;|M| der Koeffizientenideale und der
Determinante der Matrix der Hermite-Normal-Form aus Algorithmus 2.16
Schritt (3) zu vergleichen. Da M in Dreiecksform ist, hat dieser Test eine
Komplexitét von O(n). O
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(3.18) Algorithmus Maximalordnung (iterativ)
Input:  Fine Ordnung A.
Output: Fine Mazimalordnung A™® DO A.
(1)  Faktorisiere die Diskriminante disc(A) = []7_, p;’.
(2)  Initialisiere AU .= A,
(3) Fir (1 <j<re >1) wiederhole
(4) Algorithmus 3.16 liefert eine p;-mazimale Ordnung A" DO
A(max)'
(5) Setze Am%) = A,

(3.19) Proposition Fir die mazimalen Ideale p,q von R seien die Ord-
nungen AP A@D D A p-mazimal bzw. q-mazimal. Dann ist die Ordnung
A = A®) + A sowohl p-mazimal als auch q-mazimal.

Beweis: Ohne Einschrinkung gelte p # . Die Summe zweier voller R-
Gitter ist trivialerweise wieder ein volles R-Gitter. Es existieren u, v > 0 mit
p“A®) C A und g"A@ C A. Weiterhin seien o € p* und 3 € g¥ mit a+3 = 1.
Fiir 2 € APy € AW erhilt man dann zy = azy + fry = (ax)y + 2(By) C
AN+ APA = A@ + A, Damit ist A’ eine Ordnung, vgl. Korollar 1.8.

Angenommen A’ ist nicht p-maximal, dann liefert p | (A™>) : A/) |
(Amax) - A®)) einen Widerspruch. O

Hiermit kann man den Algorithmus zur Berechnung der Maximalordnung
auch parallelisieren. Dies bietet sich zum Beispiel in einem Computeralgebra-
System wie KASH [DFK*97] an, das mit dem PVM System (Parallel Vir-
tual Machine) [GBD'94] ausgestattet ist. Damit kénnen die einzelnen p-
maximalen Ordnungen in einem heterogenen Netzwerk auf unterschiedlichen
Computern berechnet werden und anschlieend wieder zu einer Maximalord-
nung zusammengesetzt werden:

(3.20) Algorithmus Maximalordnung (parallel)
Input:  Fine Ordnung A.
Output: Fine Mazimalordnung A™® DO A.
(1)  Faktorisiere die Diskriminante disc(A) = [];_, p;.
(2)  Fir (1 <j<r/e; > 1) wiederhole
(3) Algorithmus 3.16 liefert eine p;-mazimale Ordnung A; O A.
(4)  Setze Am®) .= > i N

(3.21) Bemerkung Die Komplezitit von Algorithmus 3.18 sowie Algorith-
mus 3.20 wird tm wesentlichen von der Faktorisierung der Diskriminante
beeinflufit.

Die Erfahrung im Bereich algebraischer Zahlkdrper zeigt, dafS der ,kri-
tische® Teil bei Konstruktion der Mazimalordnung die Faktorisierung der
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Diskriminante ist. Die Polynomdiskriminante von f(t) = t* —a € ZJt] ist

(—1)(3)71”@”_1, vgl. [Ber27, S. 63]. Die Diskriminante ist unter Umstinden
also exponentiell im Grad der Erweiterung.

(3.22) Bemerkung Die neue Diskriminante lafst sich in Algorithmus 3.16
leicht durch Betrachtung der Koeffizientenideale und der Determinante der
Matriz der Hermite-Normal-Form aus Algorithmus 2.16 Schritt (3) berech-
nen.

Damit ist es maoglich, nach jedem Aufstieg zu testen, ob p weiterhin ein
quadratischer Teiler der Diskriminante ist. Aus Grinden der Ubersichtlich-
keit wurde darauf verzichtet, diese Verbesserungen in die Algorithmen direkt
einzubauen.

3.6 Lokalisierung

Nicht nur im theoretischen Teil ist die Verwendung von Lokalisierungen sinn-
voll, sie 148t sich unter Umsténden auch praktisch gewinnbringend einsetzen,
d.h. wenn die Lokalisierung von dem Computeralgebra-System unterstiitzt
wird.

Fiir ein maximales Ideal p von R ist die Lokalisierung R, = S™'R von R
an p , mit S = R\ p, ein diskreter Bewertungsring. Die Lokalisierung des R-
Gitters A ist definiert als A, := R, ®g A. Da A torsionsfrei ist, kann R, ®r A
mit S™'A identifiziert werden. Ist A ein volles R-Gitter in A, so ist A, ein
volles R,-Gitter in A, vgl. [Rei75, Chpt. 1, Sect. 3b] oder [OMe63, §81E].

Nicht nur die R-Gitter A C A’ in A, sondern auch die dazugehori-
gen Groflen Diskriminante, Ordnungsideal und Index lassen sich lokalisie-
ren. Es gilt disc(Ap) = (disc(A)), [PZ89, Chpt. 4, (5.47)], ord(A,/A,) =
ord((A’'/A)y) = (ord(A’/A)), [Rei75, Thm. 4.20]. Daraus leitet sich dann die
Lokalisierung des Index (Ay : Ap) = (A’ : A), und ebenso die Lokalisierung
der reduzierten Diskriminante disc,(A,) = (disc,(A)), ab, siehe auch [PZ89,
Chpt. 4, (5.47)].

Weiterhin gilt A = ﬂp A,, wobei p alle maximalen Ideale von R durchlauft
[Rei75, Thm. 4.21]. Ist fiir jedes maximale Ideal p von R ein volles R,-Gitter
X(p) in A gegeben, so ist A = [, X(p) ein volles R-Gitter in A und es gilt
Ay = X (p) [Rei75, Thm. 4.22].

Ubertragen auf R-Ordnungen ist die Lokalisierung A, einer R-Ordnung
A eine R,-Ordnung in A.

(3.23) Proposition [Rei75, Cor. 11.2], [CR81, Thm 26.21] Die Ordnung A
ist genau dann mazimal, wenn fir jedes mazximale Ideal p von R die Lokali-
sierung A, mazximal ist.
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(3.24) Proposition Fir ein maximales Ideal p ist die R-Ordnung A genau
dann p-mazimal, wenn die R,-Ordnung A, maximal ist.

Beweis: A ist p-maximal < p teilt nicht (A2 A) & ((A@) 2 A) =
(A=) - A), = R, & A, = A,(Jmax) & A, ist maximal. O
Man kann also zu einer gegebenen Ordnung A und gegebenem maxima-
lem Ideal p von R in der Lokalisierung eine Maximalordnung mit Algorithmus
3.16 ausrechnen. Dies hat den Vorteil, dafl man iiber einem diskreten Bewer-
tungsring R, arbeitet und nicht {iber dem Dedekindring R. Die Hermite-
Normal-Form muf§ also nur iiber einem Hauptidealring berechnet werden,
und man kann sich die Operationen mit den Koeffizientenidealen sparen.

Hat man eine maximale R, Ordnung A,(,max) berechnet, so kommt man wie
folgt zu einer p-maximalen R-Ordnung zuriick. Man setzt X (p) := Af,max) und
X(q) = A, fiir g # p. Dann ist A’ := (), X(p) eine R-Ordnung in A, die
p-maximal ist, vgl. Proposition 3.24. Ist (A,(Jmax) : Ay) = p”R,, so erhilt man
A’ auch einfach durch den Schnitt der zwei Gitter A,(Jmax) Np~vA.

Es folgen noch einige Zusammenhénge zwischen Idealen von A und deren
Lokalisierungen in A,. Jedes zweiseitige Ideal m von A erzeugt durch R,m ein
zweiseitiges Ideal von A, und umgekehrt erhédlt man aus einem zweiseitigen
Ideal m, von A, durch m, N'A ein zweiseitiges Ideal von A. Die erste Aussage
ist eine Verallgemeinerung von [Gil72, Thm. 4.4(2)].

(3.25) Proposition FEs seim, ein beliebiges zweiseitiges Ideal von A, dann

Beweis: Trivialerweise gilt wegen A Nm, C m, auch R,(ANm,) C m,. Sei
r € my, dann existieren y € m,s € R\ p mit %y = x. Es gilt aber auch
y € ANmy, also z € Ry(ANmy). O

Natiirlich gilt auch m C (R,m) N A fiir jedes beliebige zweiseitige Ideal m
von A.

(3.26) Proposition Fir ein Primideal B C A, das p enthdlt, gilt sogar

P = (BPB)NA.
Beweis: Seiz =1y € (R,PB)NA mit y € P und s € R\ P. Wegen sly € P
folgt auch sA%y = As%y C P und mit Proposition 2.26 %y €. O

(3.27) Proposition Ist P ein Primideal von A, dasp enthdlt, dann ist B, =
R,B ein Primideal von A,. Ist umgekehrt B, ein Primideal von A,, so ist
B =P, N A ein Primideal von A.
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Beweis: Sei B DO p ein Primideal von A. Angenommen fiir das zweiseitige
Ideal B, := R,P wiirde gelten B, C m, C A,, dann folgt auch m := m,NA C
A (liegt 1 € m, so liegt auch 1 € Rym Cmy). Aus P=P,NACmyNA=m
folgert man mit Proposition 3.25 sofort den Widerspruch B, = m,. P, ist
daher ein Primideal in der R,-Ordnung A,.

Sei jetzt P, ein Primideal von A,. Angenommen fiir P := P, N A wiirde
B C m mit einem Primideal m gelten, dann folgt aus dem ersten Teil der
Aussage und aus Proposition 3.25 Rym = ,,. Es folgt m C (Rym) N A =B,
also ein Widerspruch. O

(3.28) Proposition Sind P, Ps zwei Primideale von A, so gilt Ry(P1 N
PBa) = RyPB1 N Ry Po.

Beweis: Der Beweis gliedert sich in drei Teile. Zuerst sei p C By, Po. Aus
Proposition 3.27 folgt (R,PB1NR,P2)NA = (R, PB1NA)N(R,P2NA) = P1NPs.
Auf der anderen Seite gilt R, B1NR, P2 = Ry ((RyP1 N R, P2)NA) = R, (BN
Bo), vegl. Proposition 3.25.

Jetzt gelte ohne Einschrankung p # q C 7 und p C Py mit dem Prim-
ideal q von R. Es gilt (R, P1 N By Pa) NA = (R,P1 NA) N (RP2NA) =
AN (RPN A) = AP, = P, nach Proposition 3.27. Aus Proposition
3.25 folgt dann R,P1 N RyPo = Ry((RyP1 N RyPo) NA) = RSPy, Trivia-
lerweise gilt R,(PB1 N P2) € R,Po, auBerdem folgt aus PP, C Py N Po
auch RyPa = ApPa = (BpyP1)P2 = Bp(PaP2) C Rp(P1 NP2) C R, Po. Man
erhélt R,(P1 N P2) = RpyPo = RyP1 N R,Po.

Zum Abschluf} seien q; C Py und g2 C P, mit den Primidealen p £
qi,92 von R. RyP1 N RyPo = Ay N A, = A,. Es existiert ein s € p,s €
qi92 € q1 N g2 € P1 N Py, woraus sofort 1 = 2 € Ry(P1 N *P2) und damit
R,(P1 NP2) = Ay = R,PB1 N R,P, folgt. O
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Im ,,Second Round of the Maximal Order Program*® [Zas72| hat Zassenhaus
nicht nur eine Verbesserung des bisherigen Verfahrens eingebracht, sondern
gleichzeitig den Namen Round 2 Algorithmus fiir das Verfahren geliefert, das
heute in fast allen Computeralgebra-Systemen zur Berechnung der Maximal-
ordnungen in globalen Kérpern verwendet wird.

4.1 Hereditire Ordnungen

Eine R-Ordnung A" heifit hereditir oder erblich, wenn jedes Links-Ideal
von A ein projektiver A-Modul, also direkter Summand eines freien Moduls,
ist. A ist genau dann hereditéar, wenn jedes Rechts-Ideal von A projektiv ist
[Rei75, Thm. 40.1].

Dem Round 2 Algorithmus liegt die Idee zugrunde, die gegebene Ord-
nung A zuerst in eine hereditire Ordnung A®®) O A und anschlieSend die
hereditire Ordnung in eine maximale Ordnung AM™®) O A(er) einzubet-
ten. Da jede Maximalordnung A™*) hereditér ist [AG60, Thm. 2.3], [Rei75,
Thm. 21.4] oder [CR81, Thm. 26.12(i)], und mit der hereditdren Ordnung
A auch jede Ordnung A’ O A hereditér ist [Rei75, Thm. 40.4], scheint diese
Vorgehensweise sinnvoll.

Ebenso wie die Maximalitat 148t sich auch die Eigenschaft hereditar so-
wohl iiber die einfachen Bestandteile der Algebra A charakterisieren (Theo-
rem 1.4) als auch lokalisieren (Proposition 3.23).

(4.1) Proposition [Rei75, Thm. 40.7], [CR81, Thm. 26.20a] Fir die sepa-
rable F-Algebra A seien R; = CI(R,Z(A;)) (1 < i <w) die ganzen Abschlisse
von R in den Zentren der einfachen Bestandteile. Dann gelten:
(1) Fir jede hereditire R-Ordnung A in A gilt A = @;_, Ae;, wobei Ae;
hereditire R-Ordnungen in A; (1 <i <) sind.
(2) Sind A; (1 < i < w) hereditire R-Ordnungen in A;, dann ist @;_; A;
eine hereditire R-Ordnung in A.
(4.2) Proposition [Rei75, Cor. 3.24], [CR81, Thm 26.21a] Die Ordnung A

ist genau dann hereditir, wenn fir jedes mazximale Ideal p von R die Lokali-
sierung A, hereditdr ist.
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4.2 Vervollstandigungen

Im folgenden sei R, die Lokalisierung des Dedekindringes R an dem maxi-
malen Ideal p von R. Das Primideal p erzeugt die p-adische exponentielle
Bewertung v, : F' — Z U {00} z.B. [Rei75, (4.19a)], wobei R, gerade der Be-
wertungsring von v, ist. Die Vervollstindigung von F' beziiglich v, wird mit
F bezeichnet. Die p-adische Bewertung von F sei 7, und der Bewertungs-
rlng von U, sei R,g Ebenso wird auch die separable F-Algebra vervollstandigt
A, = F, ®p A. A, ist eine separable F,-Algebra [Rei75, Ex. 7.13].

Ein R Gitter A kann analog zur Lokahslerung auch vervollstdandigt werden
Ay =R, QrA= R, ® r, Np. Wie in Abschnitt 3.6 (Lokalisierung) kann A,
bzw. Ap wegen der Torsionsfreiheit mit RPA bzw. FpA identifiziert werden.

) Proposition [Rei75 Thm. 5.2] Fir ein volles R,-Gitter Ay in A ist
= RpA ein volles Rp Gitter in A Umgekehrt ist fiir ein volles R -Gitter
mn A die Menge A, == A N A ein volles R,-Gitter in A.

Dzes liefert eine bijektive Abbzldung zwischen den vollen R,-Gittern in A
und den vollen Rp—Gitter m /lp, die die Inklusion erhdlt.

>> >>"\

(4.4) Proposition [Rei75, Thm. 40.5] Die R-Ordnung A ist genau dann
hereditir, wenn fiir jedes mazimale Ideal p von R die R,-Ordnung A, here-
ditdr ist.

(4.5) Korollar Die R,-Ordnung A, ist genau dann hereditir, wenn die }A%p—
Ordnung A, hereditdr ist.

Es seien A, C A; zwei R,-Ordnungen. J(A,), bzw. J (A;) bezeichne im
folgenden das Jacobson-Radikal von Ap, bzw. A; Man sagt die Ordnung A;
deckt die Ordnung A,, vgl. [Rei75, S. 356] oder [Neb99, Def. 4.1.1(v)], wenn

J(A,) C T (A;) gilt. A, heiBt extremal, wenn sie in keiner weiteren deckenden
Ordnung echt enthalten ist, vgl. [Rei75, S. 356] oder [Neb99, Def. 4.1.1(v)].

(4.6) Bemerkung Ist der Dedekindring R nicht semilokal, dann ist das
Jacobson-Radikal einer R-Ordnung A immer J(A) = {0}. Jede R-Ordnung
A D A ist damit eine deckende Ordnung und der Begriff extremal fallt mit
maximal zusammen.

Im folgenden sei J bzw. J das Jacobson-Radikal der R,-Ordnung A,

bzw. der I%p-Ordnung Ap. Die Menge Id(J) = O;(J) N O.(J) nennt man
Idealisator von J, vgl. [Zas72, S. 409] oder [Neb99, Def. 4.1.4]. Entsprechend
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ist Id(J) der Idealisator von .J. In der Literatur gibt es auch andere Defini-
tionen des Begriffs Idealisator, so zum Beispiel in [Gol72, S. 161].

Da sowohl R, als auch }?p lokal sind, féllt das Jacobson-Radikal der Ord-
nung mit dem p-Radikal zusammen, J und J sind also beides zweiseitige
Ideale, gerade der Schnitt iiber alle maximalen zweiseitigen Ideale, die p ent-
halten.

Als Erweiterung der Aussagen von Auslander und Goldmann [AG60,
Cor. S. 5] erhdlt man

(4.7) Proposition Fir die ]A%p-Ordnung Ap sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(1) A, ist hereditir,
(2) A, ist extremal,

(3) Oi(J) = Ay,
(4) O:(7) = A,,
(5) Id(J) = A,.

Beweis: Die Aquivalenzen (1) < (2) kann man [Jac71, Thm. 1 und Prop. 1]
oder [Rei75, Thm. 39.14(i)], (2) < (3) [Rei75, Thm. 39.11] entnehmen. Der
Beweis zu (2) < (4) verlduft analog zu (2) < (3), ebenso wie (2) < (5).
Ein Beweis zu (1) < (5) steht auch in [Neb99, Satz 4.1.5], wobei dort nur
Ordnungen iiber Maximalordnungen in p-adischen Zahlkorpern betrachtet
werden. An den Beweisen dndert sich allerdings nichts, so dafl sie hier nicht
aufgefithrt werden. O

~ ~

(4.8) Proposition Es gilt O;(J) = A, & Oi(J) = A, O.(J) = A, &
O.(J) = Ay und I1d(J) = A, & Id(J) = A,.

Beweis: Mit Proposition 4.3 erhilt man J = JN A und J = Rp J. Ist
r € OJ), so folgt x.J = me J = R,g xJC Rp J = J, also RpOl(J) C Oy(J).
Fir 2 = ANO(J) gilt 2 J C2J C JNA=J, also O(J)NA C Oy(J). Man
folgert Oy(J) = Ry(O)(J) N A) C R,0;(J), und damit R,0;(.J) = Oy(.J) und
Ol(J) N A= Oi(J). ) A A
Ebenso erhélt man auch R,0,(J) = O.(J), und O.(J) N
Woraus man dann das folgende ableiten kann / d(j JNA = Oi(J)N
O(J) N O,(J) = Id(J) und damit R, [d(J) = R,(Id(]) N A) = Id(]
Damit ergeben sich dann O;(.J) = A, & O)(J) = Rp(’)l( J) = ]A%,JAp = A,
und analog die anderen Aquivalenzen. O
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(4.9) Theorem [Zas72, Thm. 4.2] Fir die R,-Ordnung A, gilt Id(J(Ay)) =
Ay genau dann, wenn J(A,) in A, invertierbar ist.

Dies ist die zentrale Aussage in [Zas72|. In Verbindung mit Theorem 3.11
sieht man dann noch einmal, daf die maximale R,-Ordnung A,(,max) hereditér

ist. Da sidmtliche Primideale von Aémax) invertierbar sind, ist das Jacobson-
Radikal J invertierbar, vgl. Korollar 2.51.

4.3 Berechnung von hereditiren Ordnungen

Analog zur p-Maximalitdt wird jetzt der Begriff p-hereditér eingefiihrt. Eine
R-Ordnung A®1) heifit p-hereditir, wenn ihre p-Lokalisierung A, hereditr
ist. Wie man Proposition 4.4 entnimmt, ist dies dquivalent dazu, daf§ die
Vervollstandigung Ap hereditar ist.

(4.10) Proposition Die R-Ordnung A ist genau dann p-hereditir, wenn das
p-Radikal \/pA in A invertierbar ist.

Beweis: Ist /pA invertierbar, so existiert b mit by/pA = A und /pAb = A.

Fiir das Jacobson-Radikal .J von A, gilt nach Proposition 3.28 J = (\/ pA)p =

RyvpA, also Jb, = Ry/pAR,b = R,R,\/pAb = R,A = A,. Ebenso gilt
by J = A,. Mit Theorem 4.9 und Proposition 4.7 erhélt man, daBl A p-
hereditér ist.

Ist auf der anderen Seite A p-hereditér, also .J invertierbar in Ay, so setzt
man a, := J' und a4 := Aq fiir g # p. Dann ist a := (), a4 nach [Rei75,
Thm. 4.22] ein zweiseitiges Ideal in A. Wegen p C /pA ist (vpA), = A,
also ((vpA)g) ™t = A, fiir q # p. Fiir jedes q gilt demnach (vpA)qa, = A,.
Daraus folgt /pAa = N (VpAa), = N, (VPA)qaq = N, Aq = A, vel. [ReiT5,
Thm. 4.21]. O

(4.11) Korollar Fiir die R-Ordnung A sind die folgenden Aussagen dqui-
valent:

(1) A ist p-hereditiir,
(2) Oi(vpA) = A,
(3) O:(VPA) = A,
(4) 1d(v/pA) = A.
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Beweis: Es geniigt hier, die erste Aquivalenz zu zeigen, die anderen folgen
analog. Ist A p-hereditér, so erhélt man mit Proposition 4.10 und Proposition
2.39 O;(v/pA) = A. Fiir die andere Richtung geniigt es wegen Proposition 4.8
und Proposition 4.7 Oy(J) C A, zu zeigen, wobei J = R,/pA das Jacobson-
Radikal von A, ist.

Es sei @ € O)(J), dann gilt zv/pA C R,/pA. Da z/pA iiber R endlich
erzeugt ist, existiert ein s € R\ p mit zv/pA C 1v/pA und daher sz €
Oy(v/pA). Man folgert z = tsz € R,A = A,,. O

(4.12) Algorithmus p-hereditire Ordnung
Input: Fine Ordnung A und ein maximales Ideal p von R.
Output: Fine p-hereditire Ordnung AP D A.

(1) Initialisiere A®-e) .= A,

(2)  Berechne das p-Radikal \/pA®-her) yop AP-her),

(3)  Gilt AWPhe) O (x/pA(p‘h”)>, dann ersetze AWhe) .=
O, (\/pA(p‘heT)> und gehe zu Schritt (2).
(4)  Gilt Ab-her) = O, (x/pA(P‘he’“)>, dann terminiere.

Ein Verfahren zur Berechnung des p-Radikals liefert Algorithmus 5.1 in
Abschnitt 5.1.

(4.13) Proposition Es sei disc(A) = p?*q mit q € p*. Die Komplexitit von
Algorithmus 4.12 betrigt O(u(n*+g(n))), wobei g(n) die Komplezitit fiir die
Berechnung des p-Radikals ist.

Beweis:  Ist A®he) in Schritt (3) nicht p-hereditir, dann liefert

O, <\/pA(P‘her)> eine deckende Ordnung. Fir z € O <\/pA(P'her)> gilt

pr = ap C x\/pAGher) C \/pAlb-her) C AGher) Qo erhilt man aus

pO, <\/pA(P—her)> C Aber) dopn Tndex (Ol <\/1W> - A her)> | p".

Nach maximal p solchen Aufstiegen ist man an einer p-hereditdren Ord-
nung angelangt, vgl. Proposition 3.17. In jedem dieser (maximal) p Schritte
muf das p-Radikal konstruiert werden (g(n)) und anschlieend die Links-
Ordnung berechnen werden (O(n?)).

Fiir den Test A®her) = O, (x/pA(P‘her)> siehe auch Proposition 3.17. O

Wie bei der Berechnung einer Maximalordnung bieten sich auch bei der
Berechnung einer hereditdren Ordnung die Moglichkeiten iterativ oder par-
allel zu verfahren an, vgl. Algorithmus 3.18 und Algorithmus 3.20. Hier wird
nun nur der parallele Algorithmus aufgefiihrt.
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(4.14) Proposition Fir die mazximalen Ideale p,q von R seien die Ord-
nungen AP-her) A@-her) DA w_hereditir bzw. q-hereditir. Dann ist die Ord-
nung N := APPer) 1 A@hen) souohl p-hereditir als auch q-hereditir.

Beweis: Analo% zu Proposition 3.19 wird gezeigt, daf§i A’ eine Ordnung
ist. Wegen A,(,'D'he]r C A} ist mit A,(Jp'her) auch die R,-Ordnung A hereditér,

vgl. [Rei75, Thm. 40.4]. Damit ist aber A’ p-hereditér. O

(4.15) Korollar Die Ordnung A ist genau dann hereditir, wenn A fir jedes
mazimale Ideal p von R, das die Diskriminante disc(A) mindestens quadra-
tisch teilt, p-hereditir ist.

Beweis: Teilt das maximale Ideale p von R die Diskriminante nicht quadra-

tisch, so ist A p-maximal und damit die R,-Ordnung A, maximal, also auch
hereditér [Rei75, Thm. 21.4]. Nach Proposition 4.2 ist A folglich hereditér.
O

(4.16) Algorithmus hereditire Ordnung (parallel)
Input: Fine Ordnung A.
Output: Eine hereditire Ordnung A" D A.
(1) Faktorisiere die Diskriminante disc(A) = [}_; p’.
(2) Fiar (1 <j<r,e; >1) wiederhole
(3) Algorithmus 4.12 liefert eine pj-hereditire Ordnung A; O A.
(4)  Setze A := 377 A;.

Auch hier miissen nach Korollar 4.15 nur die quadratischen Diskrimi-
nantenteiler p; {iberpriift werden. Eine Aussage iiber die Komplexitdt von
Algorithmus 4.16 zu machen, ist ebenso schwierig wie fiir Algorithmus 3.18
oder Algorithmus 3.20, vgl. Bemerkung 3.21. In Verbindung mit Algorithmus
3.16 ergibt sich

(4.17) Algorithmus p-maximale Ordnung (Round 2)
Input: Fine Ordnung A und ein mazimales Ideal p von R.
Output: Eine p-mazimale Ordnung A® D A.
(1)  Berechne mit Algorithmus 4.12 A®"") D A eine p-hereditire Ord-
nung.
(2)  Berechne mit Algorithmus 3.16 A® D A®-e") eine p-mazimale Ord-
nung.

(4.18) Bemerkung Obwohl sich die Komplezititsanalyse von Algorithmus
4.17 im Vergleich zu Proposition 3.17 im allgemeinen nicht verbessern lafst,
wird der Algorithmus in der Prazis tiiberlegen sein, da fiir jeden Aufstieg, den
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man bis zur p-hereditiren Ordnung macht, die Komplexitit nur O(n*+ g(n))
an Stelle von O(n® + f(n)) betrigt, g(n) sei die Komplezitit fiir die Berech-
nung des p-Radikals, f(n) die Komplezitit zur Konstruktion der mazimalen
Ideale, die p enthalten, vgl. Proposition 3.17 und Proposition 4.13.

(4.19) Bemerkung FEbenso wie die Lokalisierung in Abschnitt 3.6 zur Be-
rechnung von p-maximalen Ordnungen ausgenutzt wurde, kann die Lokali-
sierung ganz analog zur Berechnung von p-hereditdren Ordnungen eingesetzt
werden.

4.4 Kommutative Ordnungen

In der Darstellung von A durch einfache Bestandteile A = @;_, A; und des
Zentrums 7(A) = @;_, K;, wie in Abschnitt 1.1, seien R; = CI(R, K;) (1 <
i < v) die ganzen Abschliisse von R in den Zentren der einfachen Bestand-
teile.

(4.20) Proposition [Rei75, Thm. 40.7(iii)] Eine R-Ordnung A; in A; ist
genau dann eine hereditire R-Ordnung, wenn sie schon eine hereditire R;-
Ordnung ist.

In Verbindung mit Proposition 4.1 sieht man, dafl jede hereditéire R-
Ordnung A den ganzen Abschlufi von R in Z(A) enthélt.

(4.21) Korollar In kommutativen separablen Algebren A sind die here-
ditdren Ordnungen bereits maximal. Insbesondere gibt es eine eindeutig be-
stimmte hereditdre bzw. maximale Ordnung.

Im Kommutativen erhilt man den Aufstieg zur maximalen oder p-
maximalen Ordnung alleine durch Berechnung der Links-Ordnung des p-
Radikals (O;(v/pA) = O,(v/pA)). Die Berechnung der Primideale, die p ent-
halten kann man sich hier sparen. Algorithmus 4.12 liefert damit im Falle
einer kommutativen Algebra A die eindeutig bestimmte p-maximale Ober-
ordnung und Algorithmus 4.16 die eindeutig bestimmte Maximalordnung.

Algorithmus 4.16 ist dann der aus der Theorie der globalen Korper be-
kannte Round 2 Algorithmus zur Berechnung der Maximalordnung in globa-
len Korpern, z.B. [PZ89, Chpt. 4, Lem. 5.53|, [Fri97, Alg. II1.14]. Allerdings
ist das Verfahren hier in einem sehr viel allgemeineren Rahmen (kommutative
separable Algebren iiber Quotientenkoérpern von Dedekindringen) beschrie-
ben.
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Berechnung des p-Radikals und
der Primideale

Es sei A eine R-Ordnung in A und p ein maximales Ideal von R. Ziel dieses
Abschnitts ist es, Verfahren zur Berechnung des p-Radikals v/pA und der
Primideale von A, die p enthalten, sowie Anwendungen davon anzugeben.

Weiterhin seien A := A/pA die artinsche Algebra iiber dem Kérper R :=
R/p und ¢ : A — A der kanonische Homomorphismus.

5.1 Das p-Radikal

Die Berechnung des p-Radikals wird auf die Berechnung des Jacobson-
Radikals J der artinschen Algebra A {iber dem Korper R zuriickgefiihrt.

(5.1) Algorithmus p-Radikal
Input: Fine Ordnung A und ein maximales Ideal p von R.
Output: Das p-Radikal \/pA von A.

(1)  Berechne das Jacobson-Radikal J = @;", Rn; von A.

(2)  Hermite-Normal-Form: \/pA = HNF (37", R~ (n:) + pA).

(5.2) Proposition Algorithmus 5.1 berechnet aus einer R-Basis von .J eine
Pseudo-Basis von v/pA in O(n®) Elementaroperationen in F.

Beweis: Das R-Gitter _.", Ro~*(n;) + pA entspricht gerade ¢~'(J), die
Hermite-Normal-Form wird auf m + n Erzeuger in einem Vektorraum der
Dimension n angewendet, wobei m < n. O

Die Verfahren zur Berechnung des Jacobson-Radikals von A hiingen we-
sentlich von dem Korper R ab.

5.1.1 Spur-Radikal

Die Charakteristik von R sei Null oder groer als die Dimension n der F-
Algebra A (und damit auch der R-Algebra A). Das Verfahren, das in diesem
Fall angewandt wird, geht auf Dickson [Dic60, §§64, 65] zuriick und ist fiir
Zahlkorper A in [Fri97, Alg. VI.8] oder im Fall von Charakteristik Null in
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[Ebe89, Sect. 2.3.1, S. 61] beschrieben. Hier wird das Verfahren fiir beide
Félle zusammengefafit und allgemein bewiesen.

Ein Element a € A heifit stark-nilpotent, wenn fiir jedes x € A auch za
nilpotent ist. Wegen (ax)*! = a(xa)kz = 0 ist za genau dann nilpotent,
wenn az nilpotent ist.

(5.3) Proposition Das Jacobson-Radikal J von A besteht genau aus den
stark-nilpotenten Elementen von A.

Beweis: Da A artinsch ist, ist J nilpotent [Lor90, §28, Satz 4]. Daher ist
fir a € J,x € A auch za € J und damit za nilpotent. Ist auf der anderen
Seite a € A stark-nilpotent, dann ist Aa ein Links-Ideal von A, das nur aus
nilpotenten Elementen besteht, und in .J enthalten ist [Lor90, §28, F 37]. O

(5.4) Proposition [Dic60, §64, Cor.] Ein Element a € A ist genau dann
nilpotent, wenn samtliche Nullstellen (in einem Zerfdllungskorper von R)
des charakteristischen Polynoms von a Null sind.

Die folgende Aussage ist eine Verallgemeinerung von [Dic60, §65, Thm.].
Urspriinglich war die Aussage nur fiir Charakteristik 0 formuliert.

(5.5) Proposition Ein Element a € A ist genau dann stark-nilpotent, wenn
fiir jedes x € A die Spur T, g(va) = 0 ist.

Beweis: Ist a € A stark-nilpotent, so ist za nilpotent fiir jedes € A. Aus
Proposition 5.4 folgt, dafl simtliche Nullstellen von P(za) € R[t] Null sind,
daher ist auch T(za) = 0.

Sei a € A ein Element mit T(za) = 0 fiir alle # € A. Fiir beliebiges
i > 0 gilt (za)' = z(ax)a, also T((za)") = 0. P(za) = [[i_,(t — &) sei
die Faktorisierung des charakteristischen Polynoms in einem entsprechenden
Zerfallungskorper von R.

Mit den elementar symmetrischen Funktionen o; := 0;(&, ..., &) =
Yiciencinbin & & (1< i < n) erhdlt man P(za) = ¢ —
o1t 4 09t" 24 - -4 (=1)"0,, vgl. [PZ89, Chpt. 2.3]. Die Newton-Relationen
[PZ89, Chpt. 2, Thm. 3.12] liefern die elementar symmetrischen Funk-
tionen o4,...,0, als Linearkombination der k-ten Potenzsummen Sy =
St &8 (k> 0), wenn die Elemente 1,...,n € R invertierbar sind. Da
die Charakteristik von R Null oder grofer als n ist, ist dies aber der Fall.

Da S = T((za)*) = 0 (1 < k < n), folgert man o; = 0 (1 <4 < n) und
damit P(za) = t". Nach Proposition 5.4 ist za nilpotent. O

Ist wy,... ,w, eine R-Basis von A, so ist T(xa) = 0 genau dann, wenn

T(wia) = (1 < i < n). Die R-lineare Abbildung ¢ : A — (R)" : a
(T(wia))a<i<n) wird (bzgl. der Basis wy,...,w,) durch die Matrix M :=
(T (wlw])) (1<ij<n) Deschrieben.
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(5.6) Korollar  Das Jacobson-Radikal .J von A entspricht der Menge {a €
A| T(za) =0 fir alle € A} und damit dem Kern der Abbildung ).

Eine R-Basis von .J erhilt man, wenn man den Kern der Matrix M be-
rechnet.

(5.7) Proposition Die Komplezitit zur Berechnung des Jacobson-Radikals
iiber den Kern der linearen Abbildung + betrigt O(n*) gemessen in Elemen-
taroperationen des Grundkorpers F.

Beweis: Zur Vereinfachung kann man davon ausgehen, dafl die Operatio-
nen in dem Restklassenkorper R durch entsprechende Operationen in F be-
schriinkt sind. In der Tat ist die Arithmetik in R auch hiufig durch Arithme-
tik in F' (iiber kanonische Reprisentanten und anschliefendes Reduzieren)
implementiert.

Der wesentliche Teil ist die Berechnung der Matrix M =
(T(wiw;))(1<; j<ny, die die Abbildung ¢ darstellt. Es seien my,...,n, ka-
nonische Repréasentanten von wy,... ,w,. In der Regel wird ny,... ,n, ge-
rade die zugrundeliegende F-Basis von A sein, so dafl man die Links-
Darstellungsmatrizen von 7y, ... ,n, nicht berechnen muf§ (R;(n;) = M(i),
die Multiplikationstabelle, vgl. Abschnitt 2.1). Sonst kann man alle n Links-
Darstellungsmatrizen in O(n?) Elementaroperationen berechnen (Propositi-
on 2.3).

Die Spur von wj;w; erhélt man aus der Spur von 7;7;, diese wiederum
tiber die Links-Darstellungsmatrix R;(1n;1;) = Ri(n;)Ri(n;). Da man nur die
Eintréage auf der Hauptdiagonalen benétigt, mufl man keine vollstdndige Mul-
tiplikation durchfiithren. Die Eintréige auf der Hauptdiagonalen von R;(n;n;)
bekommt man in O(n?) Elementaroperationen. Die Spur von 7,7, zu be-
rechnen kostet dann noch einmal O(n) Elementaroperationen. Zusammen
benétigt man zur Berechnung aller Spuren folglich O(n*) Elementaropera-
tionen.

Da die Spur eine symmetrische Bilinearform erzeugt, mufl man nicht alle
Eintréage gesondert berechnen, sondern kann die Symmetrie von M ausnut-
zen. Dies dndert allerdings nichts an der Komplexitét. Fiir die Berechnung
des Kerns von M sind dann noch einmal O(n?) Elementaroperationen erfor-
derlich. O

Die Menge Iffur) = {a € Al T(za) € p fiir alle z € A} heiit p-Spur-
Radikal.

(5.8) Korollar Ist die Charakteristik von R Null oder gréfer als n, so gilt
Spur,
VPR = 17,

Berechnung von Maximalordnungen iiber Dedekindringen 47



Kapitel 5 Berechnung des p-Radikals und der Primideale

Direkt aus dem Beweis zu Proposition 5.5 liest man die folgende Aussage
ab.

(5.9) Korollar Ist die positive Charakteristik von R nicht grofier als n, so
gilt trotzdem J C {a € A|T(xa) = 0 fir allex € A} und entsprechend

VA C [é?j’““).

. orollar as p-Spur-Radika ann mat Algorithmus 5.1 in
5.10) Korollar Das p-Spur-Radikal I} k it Algorithmus 5.1 i
O(n*) Elementaroperationen konstruiert werden.

Ein weiteres Verfahren zur Berechnung des p-Spur-Radikals liefert Algo-
rithmus 6.16.

5.1.2 Frobenius-Homomorphismus

In Proposition 3.9 wurde gezeigt, daB8 ein v > 0 existiert mit /pA~ C pA.
Diese Aussage soll im folgenden prézisiert werden, sieche auch [Fri97, Lemma
I11.6(4)] oder [Coh96a, Lem. 6.1.6].

(5.11) Proposition Fiir das p-Radikal von A gilt /pA" C pA.

Beweis: Man definiert die Ideale a; := /pA' +pA (1>0). Esgilt ADa; 2
D0, 2 20a, 2 2 pA. Wegen (A:pA) =p" kann A Da; Day D
-++ D a, DO apyq nicht gelten. Es existiert ein 1 < k£ < n mit a; = agyq.

Per Induktion iiber j > k erhélt man a; = aj;1: Sei j > k. a;41 =

VPN 4 pA C («/_ijH + pA) VPA+pA C VA 4 pA+pA = aj4s. Man
erhilt /pA" C a, = a, = v/pA” + pA C pA. O

(5.12) Korollar  Fiir das Jacobson-Radikal von A gilt J* = {0}.

Ist R =T,, mit ¢ = p", ein endlicher Kérper und A kommutativ, so kann
der Frobenius-Homomorphismus angewendet werden. Dazu sei wy,... ,w,
eine R-Basis von A. k > 0 sei so gewihlt, daB ¢"~! < n < ¢*. Die Abbildung
YA — Az 29 ist R-linear: ¢(ax) = a? 29" = az? = ay(z) fiir
a € Rz € A Dap|(7) fir 1 < i < ¢ gilt Y(z +y) = (x +y)*" =

7, ()aiy?" "t = 29" + y?" = P(z) + Y(y) fiir 2,y € A. Man beachte, daB
die Binomische Formel nur im kommutativen Fall angewendet werden kann.

(5.13) Korollar Das Jacobson-Radikal entspricht dem Kern der Abbildung
.
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Die Elemente ;; € R seien durch w! = i1 jiw; bestimmt, dann
wird die Abbildung v (bzgl. der Basis wy,... ,w,) durch die Matrix M :=
(am)(1 <ij<n) beschrieben. Eine R-Basis von .J erhilt man durch Berechnung
des Kerns von M.

(5.14) Proposition Das Jacobson-Radikal kann in O(max(n? q)n3) Ele-
mentaroperationen iber den Kern der Abbildung i berechnet werden. Damit
betragt die Komplezitit zur Berechnung des p-Radikals mit Algorithmus 5.1
O(max(n?, q)n?).

Beweis: Ahnlich wie in Proposition 5.7 seien auch hier wieder ny,... 1,
kanonische Repriasentanten von wy, ... ,w,. Fiir die Matrix M mufl man die
Potenzen w{ ;... ,w? bzw. n{ ... ,n? berechnen. Man iiberlegt sich, daf

¢ in jedem Fall durch 7 := max(n?, q) beschrinkt ist.

Nachdem man die Links-Darstellungsmatrix von 7; berechnet hat (O(n?),
Proposition 2.3; unter Umsténden ist auch R;(n;) = M(i) die Multiplikati-
onstabelle, vgl. Proposition 5.7), kann man die maximal 7 — 1 Multiplikatio-
nen mit 7; in jeweils O(n?) Operationen durchfiihren, vgl. Bemerkung 2.7.
Zusammen kommt man daher auf O(7n?) Operationen, um ! zu berech-
nen. Die Matrix M ist demnach nach O(7n?) Operationen konstruiert. Die
Berechnung des Kerns von M kostet wiederum O(n?*) Operationen. O

Ist A nicht kommutativ, so wird in [Ebe89, Sect. 2.3.2, Thm. 2.3.17 und
S. 71] ein Verfahren zur Berechnung des Radikals angegeben, das wegen seiner
Komplexitat hier nicht wiederholt wird.

5.1.3 Der fehlende Fall

Fiir den Fall, dal R positive Charakteristik hat, die kleiner oder gleich n ist,
und R kein endlicher Korper ist, ist derzeit kein Verfahren bekannt, das im
allgemeinen das Jacobson-Radikal von A berechnet.

Ein Beispiel hierfiir ist ein globaler Funktionenkérper R = F,(t;). Die-
ser Fall tritt ein, wenn man endliche Erweiterungen von Funktionenkérpern
in zwei Variablen {iber endlichen Korpern untersucht: F' = F(t1,t2), R =
[F,(t1)[t2] und zum Beispiel A = Fts]/ f F[t3] mit einem separablen Polynom
f € Rlts].

Die folgenden Anmerkungen zeigen, was in diesem Fall trotzdem moglich
ist.

(5.15) Bemerkung Ist die Ordnung Ay eine Gleichungsordnung, also durch
ein normiertes (separables) Polynom f € Rl[t] erzeugt, Ay = R[t]/fR][t], so
kann man das p-Radikal von A wie im Dedekindtest berechnen, vgl. [Zas75,
Thm. 1] oder [PZ89, Chpt. 4, (5.55b)]:
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Es sei f = Hle g mod pR[t] mit normierten separablen und paarweise

teilerfremden g1, ... ,gx € R[t]. Dann gilt \/pAy = pAs + Hlegi(C)Af mit
C =1+ fR[t] c Af.

(5.16) Bemerkung Das p-Radikal der Ordnung A erzeugt in einer erwei-
terten Ordnung N, beim Aufstieg zu einer p-maximalen Ordnung, ein zwei-
seitiges Ideal Q := N+/pAN', das pA’' enthilt. Deckt die R-Ordnung A’ die
R-Ordnung A, so ist Q im p-Radikal von A" enthalten. Dies ist also insbe-
sondere 1m kommutativen Fall erfiillt.

Es besteht die berechtigte Hoffnung, daff man mit O)(Q) ebenfalls einen
weiteren Aufstieg in Richtung p-maximaler bzw. p-hereditirer Ordnung er-
reicht. Im Falle O)(Q) = A’ hat man aber keine Garantie, daf A’ bereits
p-mazimal bzw. p-hereditdr ist.

5.17) Bemerkung Nach Korollar 5.9 gilt in jedem Fall /p& C 1P 5o
(5.17) g g j VP pA s

daf$ sich wie in Bemerkung 5.16 anbietet, das Ideal [p(ifw) zu verwenden, um

eine grofiere Ordnung zu konstruieren.
FEin Beispiel fiir /pA # Ip(ffm) liefert [Ebe89, Ex. 2.3.7]. Dort werden

obere 2 x 2-Dreiecksmatrizen tber Fo betrachtet.

(5.18) Bemerkung a C A sei ein zweiseitiges Ideal von A. Hierfir bieten
sich zum Beispiel die Ideale aus Bemerkung 5.16, Bemerkung 5.17 oder auch
einfach pA an.

Im kommutativen Fall liefern die Ideale der Form [a: x] := {y € Alyzx €
a} = (a/xA) N A fir x € A eine Reihe von Idealen, die unter Umstinden
die Konstruktion einer grofseren Ordnung Oy([a : x]) ermdéglichen, da [AMG69,
Prop. 7.17] zeigt, daf$ alle Primideale von A, die a enthalten unter den Idealen
der Form [a : x| vorkommen.

[a: 2] ist in O(n*) Elementaroperationen berechenbar: Zuerst bildet man
den Quotienten der R-Gitter a und xA und anschlieffend schneidet man die-
sen Quotienten mit dem R-Gitter A.

(5.19) Bemerkung Ahnlich ist auch die Methode, die in nicht-mazimalen
Ordnungen in Zahlkorpern verwendet wird, um Primideale zu bestimmen,
vgl. [PZ89, Chpt. 6, Prop. 3.29]. Durch systematisches Durchprobieren kano-
nischer Reprdsentanten x des Restsystems A/a erhdlt man mit a + A alle
maximalen Ideale von A, die a enthalten. In der Prazis (A/a ist nicht immer
endlich) bietet sich zur Berechnung der Primideale allerdings Algorithmus
5.23 an.

Mit den Idealen aus den obigen Bemerkungen kann man unter Umsténden
eine gegebene Ordnung in eine p-maximale bzw. p-hereditdre Ordnung ein-
betten. Ist die Diskriminante einer Maximalordnung vorher bekannt (z.B. in
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der Klassenkorpertheorie), so kann man dann sogar die erhaltene Ordnung
als p-maximal verifizieren.

5.2 Die Primideale

Die maximalen zweiseitigen Ideale stehen in folgenden Zusammenhang zu
einfachen Faktoralgebren:

(5.20) Proposition FEs sei S ein beliebiger Ring und m C S ein zweiseitiges
Ideal. m ist genau dann ein maximales zweiseitiges Ideal, wenn S/m einfach
15t.

Beweis: Proposition 3.6 liefert eine Bijektion zwischen den zweiseitigen
Idealen von S, die m enthalten, und den zweiseitigen Idealen von S/m, die
die Inklusion erhélt. Der Ring S # {0} ist genau dann einfach, wenn {0} und
S die einzigen zweiseitigen Ideale sind. O

(5.21) Korollar Sei p C P C A ein zweiseitiges Ideal. P ist genau dann
ein Primideal, wenn A/SB einfach ist.

5.2.1 Berechnung einfacher Bestandteile

Fiir diesen Abschnitt sei A eine endlich dimensionale halbeinfache Algebra
iiber dem Korper R. Die Berechnung der einfachen Bestandteile von A ist
zum Beispiel in [Ebe89, Chpt. 2.4, S. 82ff.] beschrieben. Seine Arbeit ist eine
Verallgemeinerung der Arbeiten von Friedl und Ronyai [FR85]:

Die einfachen Bestandteile des Zentrums Z(A) = @le B, liefern die ein-
fachen Bestandteile von A = @, A; durch A; = AB; = {af]a € A, 8 € B;},
vgl. [Ebe89, Prop. 2.4.2(ii)].

Die einfachen Bestandteile des Zentrums von A bekommt man durch die
Berechnung von zentralen Idempotenten. Ist der Kérper R endlich, algebra-
isch abgeschlossen oder hat er Charakteristik Null, so liefert [Ebe89, Algo-
rithmus auf S. 101] ein Verfahren zur Berechnung der einfachen Bestandteile
von A [Ebe89, Thm. 2.4.16).

Das Verfahren ist probabilistisch, da ein wesentlicher Teil aus der Berech-
nung primitiver Elemente und der Faktorisierung entsprechender charakte-
ristischer Polynome besteht. Auch hier fehlt, ebenso wie zur Berechnung
des Radikals, ein allgemeingiiltiges Verfahren fiir den Fall eines unendlichen
Korpers R positiver Charakteristik. Ein weiteres Verfahren zur Berechnung
der einfachen Bestandteile einer Algebra beschreibt Parker in [Par84].
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5.2.2 Berechnung der Primideale

Bi,..., P, seien die Primideale von A, die p enthalten, und /pA = (_, B
sei das p-Radikal von A, das mit Algorithmus 5.1 berechnet werden kann.
Weiterhin sei A := A/\/pA. Es gilt A//pA = (A/pA) / (VpA/pA) = A/ J.
Wie im Beweis zu Proposition 3.7 folgert man, dafl A eine halbeinfache ar-
tinsche R-Algebra ist.

Die Zerlegung in einfache Bestandteile, die nach [Lor90, §29 Satz 1] exi-
stiert, kann mit [Ebe89, Algorithmus, S. 101] wie oben berechnet werden:
A= @z 1 A;. A ist wie A auch endlich erzeugt und hat insbesondere eine
Dimension (iiber R) < n. Damit erhilt man k < n.

Die maximalen zweiseitigen Ideale von A sind damit von der Form iy =
AMAe---oA o {0} ® AiH @D A (1 <i < k). Unter Verwendung des
kanonischen Homomorphismus ¢ : A — A/y/pA erhilt man die Primideale
von A, die p enthalten, durch ¢=!(m;). Es gilt gerade s = k < n und damit
eine Verallgemeinerung der Aussage fiir Maximalordnungen A®™9) Theorem
2.29:

(5.22) Korollar Die Anzahl der Primideale B einer beliebigen Ordnung A,
die p enthalten, ist durch n, die Dimension der F-Algebra A, nach oben
beschrinkt, und damait insbesondere endlich.

Wenn man sowohl das p-Radikal der Ordnung A als auch die einfachen
Bestandteile der R-Algebra A/+/pA ausrechnen kann, erhilt man die Prim-
ideale von A, die p enthalten, durch Anwendung von

(5.23) Algorithmus Primideale iiber p
Input: Fine Ordnung A und ein maximales Ideal p von R.
Output: Die Primideale By, ... ,Bs von A, die p enthalten.
(1)  Berechne das p-Radikal /pA mit Algorithmus 5.1.
(2) [Ebe89, Algorithmus, S. 101] liefert die einfachen Bestandteile
AVPA =D, A
(3) my :Al@--~€BA¢,1@{0}@Ai+1@--~@As (1 <i<s), sind die
mazimalen zweiseitigen Ideale von A/+/pA.
(4)  Der kanonische Homomorphismus liefert B; = ¢~ () (1 <i < s).

Algorithmus 5.23 ist eine Verallgemeinerung des Verfahrens von Buch-
mann, Cohen und Lenstra, das zur Faktorisierung von Indexteilern in Ma-
ximalordnungen in algebraischen Zahlkoérpern verwendet wird. p ist ein In-
dexteiler, wenn p | (A : A;), wobei f € Z[t] ein normiertes irreduzibles
Polynom sei, das den Zahlkérper K iiber Q erzeugt. Das Verfahren ist in [BL,
Sect. 4.5], [Coh96a, Sect. 6.2.2, Alg. 6.2.9] oder [Ogn94, Alg. 6.5] fiir absolute
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Erweiterungen und [Coh00, Sect. 2.4.3, Alg. 2.4.13] fiir Relativerweiterungen
von algebraischen Zahlkorpern beschrieben.

Das hier beschriebene Verfahren ist allgemeiner giiltig und nicht nur in
Maximalordnungen anwendbar. Damit ist das Verfahren zur Berechnung ei-
ner Maximalordnung A®™*) mit dem Round I bzw. Round 2 Algorithmus
vollsténdig beschrieben.

(5.24) Bemerkung Die Komplexitil zur Berechnung der Primideale mit
Algorithmus 5.23 hdingt nicht nur von der Berechnung des p-Radikals ab, fiir
das mit Korollar 5.10 und Proposition 5.1/ Abschdtzungen angegeben sind.
FEin grofler Teil geht in die Berechnung der einfachen Bestandteile der Algebra
A mit Hilfe des probabilistischen Verfahrens [Ebe89, Algorithmus, S. 101].
Deshalb ist hier keine Abschdtzung fir die gesamte Komplexitit angegeben.

5.3 Faktorisierung in beliebigen Ordnungen

Es sei a C A ein beliebiges zweiseitiges ganzes Ideal. Hier soll ein Verfahren
entwickelt werden, das die von Korollar 2.51 motivierte Faktorisierung von a
in der Form

(5.25) a= bﬁ‘}is‘?

in das Produkt von invertierbaren Primidealen ‘B; und einem zweiseitigen
Ideal b, das in keinem maximalen zweiseitigen invertierbaren Ideal von A
enthalten ist, berechnet. Dem Algorithmus liegt dieselbe Idee zugrunde wie
dem Algorithmus zur Faktorisierung von Idealen in Maximalordnungen von
Zahlkérpern [Coh00, Alg. 2.3.22].

Die Norm eines ganzen zweiseitigen Ideals ¢ von A ist N(c) := ord(A/c).
Sie ist ein ganzes Ideal von R. Ist 0 ein weiteres ganzes zweiseitiges Ide-
al von A, so folgt aus @ C ¢ C A sofort ord(A/9) = ord(A/c) - ord(c/0)
[PZ89, Chpt. 4, Lem. 5.35] oder [Rei75, Thm. 4.17]. Daraus leitet man dann
N(¢)|N(®) (in dem Dedekindring R) ab.

Enthilt das Primideal B von A das Primideal p von R, so erhélt man aus
pA C P C A und N(pA) = ord(A/pA) = p" die Norm von B als N(B) = p*
mit k < n.

Im folgenden sei N(a) = []_, p{* die Faktorisierung der Norm in Prim-
ideale von R. Ist dann ‘P ein invertierbares Primideal, das a enthéalt, so mufl
B automatisch eines der Primideale p; (1 < j < 7) enthalten und es gilt
N(B) = p¥ mit k& < min(n, ;).
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Die invertierbaren Primideale, die a enthalten, liegen demnach in der
Menge der Primideale von A, die eines der Primideale p; (1 < j < 7) ent-
halten. Ist P ein solches Primideal von A, dann mufl es zuerst auf seine
Invertierbarkeit hin iiberpriift werden. Dies ist nach Proposition 2.43 genau
dann der Fall, wenn O;(B) = A C (A/P) gilt.

(5.26) Algorithmus Test auf Invertierbarkeit
Input: Fin zweiseitiges maximales Ideal B der Ordnung A.
Output: Das inverse Ideal B~ in A falls B invertierbar ist, FALSE sonst.
(1)  Berechne die Links-Ordnung O,(B) mit Algorithmus 2.16.
(2)  Gilt O,(B) D A, so terminiere mit FALSE.
(3)  Berechne mit Algorithmus 2.16 den Quotienten (A/B).
(4)  Gilt (A/B) = A, so terminiere mit FALSE.
(5) B ist invertierbar, P = (A/P).

B taucht genau dann in der Faktorisierung (5.25) von a auf, wenn B~'a C
A gilt. Damit erhélt man den folgenden

(5.27) Algorithmus Faktorisierung von Idealen

Input: FEin ganzes zweiseitiges Ideal a der Ordnung A.

Output: Die Faktorisierung von a in der Form von (5.25).
(1)  Faktorisiere die Norm N(a) = [[_, p'.

) Initialisiere b := a.

) Fir (1 <i<7) wiederhole

) Algorithmus 5.23 liefert die Primideale B 1, ... ,Bis, tber p;.

) Fiir (1 < j < s;) wiederhole

) Initialisiere e; j := 0.

) Ist B, ; invertierbar (Algorithmus 5.26)7

) Wenn ja, dann initialisiere b := %;}b.

) Wiederhole bis b € A

(10) b:=b,e;; :=e¢;;+ 1 und setze b :=%; 'b.

(11) a=b Hj:1 Hj;1 mfl]}

(5.28) Bemerkung Wie in Bemerkung 5.24 ist auch die Komplexitit von
Algorithmus 5.23 nicht angegeben, da sie wesentlich an der Berechnung der

Primideale und damit auch an der Konstruktion der einfachen Bestandteile
[Ebe89, Algorithmus, S. 101] hingt.

(5.29) Proposition Die Faktorisierung eines ganzen zweiseitigen Ideals a
der Ordnung A in der Form von (5.25), die von Algorithmus 5.27 berechnet

wird, ist eindeutiq.
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Beweis: Es seien P, P, zwei verschiedene invertierbare Primideale von A.
Weiterhin gelte a € 9, und b = a3,* € A. Angenommen b € P, dann
folgt aus der Primideal-Eigenschaft von B; wegen b5 = a C P, sofort der
Widerspruch By C PB;.

AuBerdem kommutieren die Ideale ;,9; ", B2, P, " mit allen anderen
zweiseitigen Idealen von A, vgl. Bemerkung 2.50. Es spielt also keine Rolle,
in welcher Reihenfolge man die invertierbaren Primideale abspaltet. O

(5.30) Bemerkung Das oben beschriebene Verfahren lifst sich ebenso auch
auf gebrochene zweiseitige Ideale b von A anwenden, da ein r € R existiert

mit rb = a ist ein ganzes zweiseitiges Ideal von A, siehe auch Bemerkung
2.52.

In Maximalordnungen bekommt man mit Algorithmus 5.27 die vollstandi-

ge Faktorisierung beliebiger zweiseitiger Ideal in Primideale. Das Verfahren
ist ein konstruktiver Beweis von Theorem 2.28.
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Kapitel 6

Erweiterungen

In diesem Kapitel werden einige Erweiterungen und Verbesserungen der Ver-
fahren zur Berechnung von Maximalordnungen in separablen Algebren ent-
wickelt. Insbesondere gehen die Abschnitte 6.3.1 und 6.3.2 auf die Anwen-
dung dieser Erweiterungen zur Berechnung der Maximalordnung in algebra-
ischen Zahlkorpern bzw. algebraischen Funktionenkorpern ein.

6.1 m-maximal und m-hereditar

{0} # m # R sei ein beliebiges Ideal des Dedekindringes R. Man nennt
die R-Ordnung A m-mazimal, wenn ged ((A™*)) : A, m) = R fiir eine (und
damit jede) Maximalordnung A(™®) D A gilt, vgl. [PZ89, Chpt. 4, Def. 5.83].

(6.1) Korollar Die Ordnung A ist genau dann m-mazimal, wenn A fir jedes
Primideal p O m von R p-maximal ist.

(6.2) Korollar Die Ordnung A ist genau dann maximal, wenn sie disc(A)-
mazimal ist.

Analog zur m-Maximalitéit heilit eine R-Ordnung A m-hereditér, wenn A
fiir jedes Primideal p O m von R p-hereditér ist.

(6.3) Korollar Die Ordnung A ist genau dann hereditir, wenn sie disc(A)-
hereditdr ist.

Wie in Abschnitt 3.3 bekommt der Schnitt v/mA iiber alle maximalen
zweiseitigen Ideale von A, die das Ideal m enthalten, den Namen m-Radikal.

(6.4) Proposition Istp ein Primideal von R, das m enthdlt, so gilt fir die
Lokalisierung des m-Radikals <\/mA> = J(Ay), mit dem Jacobson-Radikal
p

J(Ap) von A,.
Wenn m nicht in dem Primideal p von R enthalten ist, so erhdlt man fiir

die Lokalisierung des m-Radikals (\/ mA> = A,.
p
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Beweis: Mit Proposition 3.28 erhélt man (\/mA> = (ﬂmC‘Bm> =
p - p

ﬂmcqs By, wobei jeweils die Ideale P Primideale von A seien. Gilt m C p,
so tauchen unter den Idealen B, mit m C P gerade alle Primideale von A,
auf. Man erhélt die erste Aussage.

Ist m nicht in p enthalten, so enthélt jedes Primideal 8 O m von A ein
zu p teilerfremdes Primideal von R. Es folgt B, = A, und damit die zweite
Aussage. O

(6.5) Proposition Fiir ein Primideal p O m von R gelten O;(J(Ay)) =

(V) , 0:J(Ap)) = (O:(VmR)) und Td(J(Ay) = (Td(V/mA) )

Beweis: Fiir z € (’)l(\/M) gilt zvmA C vmA, also :va\/nﬁ - Rp\/ﬁ
und damit z J(A,) € J(A,). Es gilt daher R,0;(vmA) C O;(J(A,)).

Auf der anderen Seite sei z € Oy(.J(A,)), dann gilt zv/mA C 2R,v/mA =
z J(A,) C J(A,) = Ryv/mA. Da xv/mA ein endlich erzeugter R-Modul ist,
existiert ein s € R\ p mit 2v/mA C LymA, also sz € O;(vmA) und damit

r = 1sx € R,Oi(VmA).
Die anderen Aussagen folgen analog. O
Die Anwendungen folgen direkt aus der Hauptaussage dieses Kapitels.

(6.6) Theorem Fiir die R-Ordnung A sind die folgenden Aussagen dquiva-
lent:

(1) A ist m-hereditir,

(2) das m-Radikal v/mA ist in A invertierbar,
(3) Oi(VmA) = A,

(4) Op(VmA) = A,

(5) Id(v/mA) = A.

Beweis: Ist A m-hereditédr, so ist fiir jedes Primideal p 2 m von R
das Jacobson-Radikal .J, der Lokalisierung A, invertierbar, da A, hereditar
ist, vgl. Theorem 4.9. Wie im Beweis zu Proposition 4.10 setzt man aus
a, = (Jp)f1 fir m C p und a, := A, fir m € p das zweiseitige Ideal

a = [, a, zusammen, fiir das vVmAa = ), <\/mA> a, =), Ay = A und
P
ebenso avmA = A gilt.
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Andersherum sei p O m ein Primideal von R, dann ist mit vmA nach
-1
Proposition 6.4 auch J(A,) = (\/ mA> invertierbar mit ((\/ mA) ) . Die
P p

Ordnung A ist p-hereditdr (Theorem 4.9).

Die Aquivalenz (1) < (2) ist damit gezeigt. Als néchste folgt beispielhaft
die Aquivalenz (1) < (3), die anderen kann man ganz analog beweisen.

Ist die Ordnung A m-hereditéir, so ist v/mA invertierbar (siehe oben) und
deshalb nach Proposition 2.39 O;(v/mA) = A. Aus Proposition 6.5 erhilt man
im Falle O;(vmA) = A fiir jede Lokalisierung O;(J(A,)) = R,O(vVmA) =
R,A = A, fiir jedes Primideal p O m von R. Damit ist A nach Proposition
4.7 und Proposition 4.8 p-hereditér. O

(6.7) Korollar Die Ordnung A ist genau dann hereditir, wenn A
O,(\/disc(A)A) gilt. Dies ist genau dann erfillt, wenn A = O,(y/disc(A)A)
oder A = Id(y/disc(A)A) gilt.

(6.8) Proposition Das R Ideal m habe die Faktorisierung m = [[r_, p%
in R. Ist die R-Ordnung A nicht p;-hereditdr, fir ein 1 < j < k, so gilt
p; | (O(vmh) < A).

Fiir jedes 1 < j < k sei disc(A) = p?”jqj mit q; € p?. Dann st die
Komplezitit zur Berechnung einer m-hereditiren Ordnung mit Hilfe des m-
Radikals O(pu(n* + g(n))), mit u = mazt_ p; und g(n) sie die Komplexitit
fiir die Berechnung des m-Radikals.

Beweis: Sei 1 < j < k beliebig und gelte p; teilt nicht ((’)l(\/mA) : A>, SO

erhélt man nach Proposition 6.5 R, p; teilt nicht (O;(J(Ay,)) : Ay, ). Ay, ist
demnach hereditér, A also p;-hereditér.
Die Komplexitét erhdlt man analog zu Proposition 4.13. O
Fiir kommutative Algebren erhélt man dhnlich wie in Korollar 4.21 die
folgende Aussage, die man allerdings auch auf direktem Wege beweisen kann.

(6.9) Korollar [PZ89, Chpt. 4, Lem. 5.53] Die R-Ordnung A in der kom-
mutativen F-Algebra A ist genau dann m-mazimal, wenn das m-Radikal in-
vertierbar ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn Oj(vmA) = A.

Insbesondere ist A genau dann mazimal, wenn O, ( disc(A)A) = A gilt.
(6.10) Bemerkung Der erste Teil von Proposition 6.8 zeigt, dafs es geniigt,

bei der Berechnung einer m-hereditiren Ordnung, nach dem ersten Schritt

(Oi(vVmA)) das Ideal m durch den Index <(’)l(\/mA) : A) zu ersetzen.
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(6.11) Bemerkung An Stelle der Diskriminante disc(A) kann in Korollar
6.7 oder Korollar 6.9 natiirlich auch die reduzierte Diskriminante disc,(A)
verwendet werden. Sie enthdlt ebenfalls alle Primideale von R, die auch in
disc(A) aufgehen.

Die Verwendung der reduzierten Diskriminante wurde erstmals wvon

Rudolf Land zur Berechnung wvon Maximalordnungen in algebraischen
Zahlkérpern verwendet, vgl. [PZ89, Chpt. 4, S. 296].

6.2 Berechnung des m-Radikals

Hier wird gezeigt, unter welchen Voraussetzungen an das Ideal m das m-
Radikal v/mA berechnet werden kann. Man kann damit also eine hereditére
Ordnung oder im kommutativen Fall eine maximale Ordnung berechnen,
ohne die Diskriminante vollstandig zu faktorisieren.

Die Berechnung des m-Radikals hédngt wieder wesentlich von den Eigen-
schaften der Restklassenkorper R = R/p fiir alle Primideale p D m ab.

6.2.1 Frobenius-Homomorphismus

¢ : A — A := A/mA sei der kanonische Homomorphismus. Eine direkte
Folgerung aus Proposition 5.11 ist

(6.12) Proposition Fir das m-Radikal von A gilt vVmA  C (ngp p) A,
wobei p Primideale von R seien.

Beweis: Es gilt vmA” = (ﬂmgp \/p_A)n C ﬂmgp (\/]J_A)n - mmgp pA =

(ngp p) A. O
Fir das Jacobson-Radikal J = J(A) = @(\/H) gilt dann J" = {0}.
Fiir den Rest dieses Abschnitts wird als Voraussetzung bendtigt, dafl eine
Primzahl p existiert, so daf} fiir alle Primideale p © m von R der Restklas-
senkorper R/p endlich ist und Charakteristik p hat. AuBerdem sei die Fak-
toralgebra A kommutativ. In diesem Fall kann dann ebenfalls der Frobenius-
Homomorphismus zur Berechnung des m-Radikals verwendet werden.

Das Ideal m hat in dem Dedekindring R die Faktorisierung m = Hle pst
dann gilt nach dem chinesischen Restsatz R/m = @Y | R/p¢. Jeder Faktor-
ring R/p;" ist eine endlich dimensionale Algebra iiber F,. Folglich ist auch
R/m in diesem Fall eine endlich dimensionale [F,-Algebra mit ¢ = p/ Elemen-
ten. AuBerdem ist R/m nach Proposition 1.11 ein Ring, in dem jedes Ideal
Hauptideal ist. Folglich ist A eine endlich dimensionale Algebra iiber IF),.
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Es sei k > 0 so gewiihlt, dafl p*~! < n < p*. Die Abbildung 1 : A=A
x +— 27 ist Fy-linear, vgl. Abschnitt 5.1.2, und der Kern von ¢ entspricht
gerade J. Da R= R/m im allgemeinen nicht nullteilerfrei ist, vgl. Abschnitt
1.6, gilt in R \ {0} der kleine Fermat’sche Satz [Mey75, Kapitel 1.7, Kor. 3,
S. 48] nicht mehr, so dafl ¢ nicht R-linear ist.

(6.13) Bemerkung Das m-Radikal kann in diesem Fall durch den Kern der
linearen Abbildung v und Anwendung eines analogen Verfahrens zu Algorith-
mus 5.1 berechnet werden.

Ebenso wie in Proposition 5.1/ ist auch hier 7 := max(n? p) eine obe-
re Abschdtzung fir den Exponenten k. Man muf$ dann sowohl die n R/m-
Basiselemente wq, ... ,w, von A, als auch die f F,-Basiselemente ny, ... ,n;¢
von R/m potenzieren. Dies wird dann zu einer Darstellung der linearen Ab-
bildung 1 diber F), zusammengesetzt. 1 wird durch eine fn x fn-Matriz iber
F, dargestellt.

Die Komplezitit kann also in diesem Fall nicht iber R/m bzw. F' angege-
ben werden, sondern tber ). Im allgemeinen ist aber die Dimension f der
[F,-Algebra R/m vorher nicht bekannt.

6.2.2 Spur-Radikal

Hier wird das Verfahren aus [BL, BL94| zur Berechnung des m-Radikals von
Ordnungen in endlichen Erweiterungen von Q verallgemeinert. Fiir alle Prim-
ideale p O m von R sei jetzt die Charakteristik von R/p Null oder grofer als
n.

Ahnlich wie in Abschnitt 5.1.1 ist fiir ein beliebiges Ideal n von R das
n-Spur-Radikal IIE’S/{M) = {a € A| T(za) € n fiir alle z € A}.

(6.14) Proposition FEs sei m = Hlep? die Faktorisierung von m in R.
Dann gilt fir das m-Radikal von A vmA = Ilsif)ur), mit n = Hle p;.
Ist das Ideal m quadratfrei, also alle e; = 1, so gilt vVmA = [éfiw).

Beweis: Es gilt vimA = N\, Vpilh, also 2 € VmA & 2 € VA (1 <i <
k) < T(yz) € pi (1 <i < k)< T(yzr) € N, pi = [ pi, vel. Korollar
5.8. a

Zur Berechnung des m-Spur-Radikals wird hier ein anderes Verfahren als
[BL, Sect. 3.7] oder [BL94, Alg. 6.3] herangezogen. Im Falle R = Z,m = mZ
wird dort zur Berechnung des m-Spur-Radikals das zu Korollar 5.6 analoge
Verfahren verwendet. Dazu wird Arithmetik in R/m und zur Berechnung des
Kerns der linearen Abbildung insbesondere eine Hermite-Normal-Form iiber
R/m benétigt.
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Da R/m im allgemeinen nicht nullteilerfrei ist, sind die Algorithmen dort
wie folgt formuliert: ,Der Algorithmus liefert das gewiinschte Ergebnis oder
einen nicht trivialen Teiler von m.“ Diese Probleme mit der modularen Arith-
metik und der Berechnung des Kerns sind inzwischen fiir den Fall R = Z
gelost [Nei98, Sect. 3 und Alg. 2]. In [BN98, Sect. 2, S. 3] wird das Verfahren
zur Berechnung des grofiten gemeinsamen Teilers in R/m beschrieben, das zur
Berechnung einer Hermite-Normal-Form erforderlich ist. Es wird von einer
erweiterten ggT-Berechnung in R abgeleitet, so dafl sich das Verfahren zwar
auf Hauptidealringe R ausdehnen 14a8it, aber in allgemeinen Dedekindringen
nicht anwendbar ist.

Die Idee fiir den Algorithmus, der hier vorgestellt wird, liefert [OMe63,
§821]: Es gilt Iﬁiur) = mA* N A. Dies Verfahren li8t sich in dem {iblichen
allgemeinen Rahmen (R Dedekindring) anwenden. Im folgenden wird dies
Verfahren erldutert.

Die Ordnung A sei durch eine Pseudo-Basis A = @, a;w; gegeben. Da-
mit konnen beliebige Elemente x,y € A durch ihre Koeffizientenvektoren &,
beziiglich wy, ... ,w, dargestellt werden.

Fiir ein beliebiges » € A gilt * € [['\" genau dann, wenn T(yz) =
> i1 2ge (i T(wiw;)) € m fiir jedes y € A und (1 <4 < n) z; € g; erfiillt
ist. Dies trifft genau dann zu, wenn (1 < i < n) a; (T(wiw;)); T € m und
z; € a;. Was wiederum équivalent ist zu (1 <7 <n) a;/m (T(wiw;)),; y T € R
und (1/al)xz € R.

Daraus folgt die Aquivalenz zu: Fiir jedes Element z des R-Gitters

(a1/m) (an/m) (1/ar) --- (1/an)
1 0

Spur
i

(6.15) M:=
(T(wiw;)) a<ij<n) : - :

0 .. 1

gilt 7" - 2 € R. Die Anwendung der Hermite-Normal-Form (Theorem 1.15)

auf M verindert die letzte Aquivalenz nicht, so daff = € ISRM) dann und nur

b, --- b
M

wieder 7" - z € R erfiillt ist. SchlieBlich erhélt man ]éfiur) =@, (1/b;),
wobei (Y1, ) = (Wi, ..., wy) - (M) gilt.

n } .= HNF(M)

dann, wenn fiir jedes Element z des R-Gitters [

(6.16) Algorithmus m-Spur-Radikal
Input:  Eine Ordnung A = @_, a;w; und ein Ideal m C R.
Output: Das m-Spur-Radikal von A.

(1) Initialisiere das Gitter M wie in (6.15).
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(2) Hermz'te—Normal—Form:{b1 M on = HNF(M).

(3)  m-Spur-Radikal zusammensetzen: ] pw) = @, (1/6;)y;, mit
(Vs ) = (W1, wy) - (M)

(6.17) Proposition Die Komplezitit von Algorithmus 6.16 ist O(n*) ge-
messen in Elementaroperationen des Grundkérpers F.

Beweis: Fiir die Komplexitét der Berechnung von (T(wiw;))<ij<n) erhalt
man wie im Beweis zu Proposition 5.7 O(n?*). Bei den restlichen Abschitzun-
gen verfahrt man so wie im Beweis zu Proposition 2.18: Die Konstruktion von
a/m,... a,/m1/a;,... 1/a, bendtigt O(n) Elementaroperationen. Dem-
nach kostet der erste Schritt O(n') Elementaroperationen. Die Anwendung
der Hermite-Normal-Form auf einen Modul mit 2n Erzeugern hat eine Kom-
plexitit von O(n?), vgl. Theorem 1.15.

Fiir die Erzeugung der Basiselemente 7y, . .. ,7, werden O(n?) und zur
Invertierung der Koeffizientenideale b; O(n) Schritte bendtigt. O

(6.18) Bemerkung p sei ein Primideal von R. Algorithmus 6.16 lGfit sich
natirlich auch verwenden, um das p-Spur-Radikal und damit in den entspre-
chenden Fillen auch das p-Radikal der Ordnung A zu berechnen.

Die Komplexitit von Algorithmus 6.16 ist die gleiche wie die von Korollar
5.10. In der Praxis hat sich allerdings herausgestellt, daf§ die Berechnung des
p-Radikals mit Hilfe des Verfahrens aus Abschnitt 5.1.1 durch die Arithmetik
tiber dem Restklassenkdrper schneller ist.

6.2.3 m nicht quadratfrei

Aus Proposition 6.14 leitet man fiir beliebige Ideale m von R sofort die fol-
gende Aussage ab.

(6.19) Korollar F'ir jedes Ideal {0} C m C R von R, so das fir alle Prim-
ideale p O m von R die Charakteristik des Restklassenkorpers R/p Null oder

grifer als n ist, gilt I]Efiw) C vVmA.

Sollte p ein Primideal von R sein, fiir das die positive Charakteristik des
Restklassenkorpers R/p kleiner oder gleich n ist, so erhélt man nach Korollar

5.9 nur /pA CISpur.

(6. 20) Korollar Fir ein beliebiges Ideal m = HZ 1 b von R gilt demnach

vmA C InSpw), mit n = Hi:l pi.
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Ahnlich wie in Abschnitt 5.1.3 bleibt neben der Verwendung der Ideale
aus Korollar 6.19 und Korollar 6.20 noch die Moglichkeit, mit Hilfe von Be-
merkung 5.17, Bemerkung 5.18 oder Bemerkung 5.19 einen Aufstieg zu einer
groferen Ordnung zu erhalten.

6.3 Anwendungen

Das m-Radikal 148t sich natiirlich verwenden, um nicht fiir jeden Teiler p
der Diskriminante disc(A), p O disc(A) Primideal von R, einzeln (lokal) eine
p-hereditire Ordnung A®1°) O A zu berechnen, und das Ergebnis anschlie-
Bend wieder zusammenzusetzen (Proposition 4.14, Algorithmus 4.16). Man
kann das disc(A)-Radikal verwenden, um eine disc(A)-hereditdre Ordnung
(und damit eine hereditare Ordnung) direkt zu berechnen, vgl. Theorem 6.6.
Die Komplexitat wird dadurch kleiner, da weniger ,, Links-Ordnungs-Schritte*
gemacht werden miissen, sieche Proposition 6.8.

Zur Berechnung des disc(A)-Radikals bietet sich entweder eine der
Moglichkeiten aus dem vorangegangenen Abschnitt an, oder wenn die Fak-
torisierung von disc(A) bekannt ist, kann man auch mit Algorithmus 5.1 fiir
jeden Teiler p von disc(A) das p-Radikal einzeln berechnen, und das disc(A)-
Radikal mittels y/disc(A)A = () 5gie(a) VPA zusammensetzen.

Wie in Bemerkung 6. 11 kann an Stelle von disc(A) oben auch disc,(A)
verwendet werden. Im Fall kommutativer Algebren gelten die Ausfithrungen
auch fiir ,maximal“ an Stelle von , hereditar®.

6.3.1 Algebraische Zahlkoérper

Zu den bisher in Computeralgebra-Systemen implementierten Féllen gehoren
die algebraischen Zahlkorper A, also R = Z und F = Q oder fiir Relativer-
weiterungen R = Cl(Z, F') mit einem algebraischen Zahlkérper F' C A. Bei
der Berechnung der Maximalordnung in A hat sich gezeigt, dal die Faktori-
sierung der Diskriminante einer der aufwendigsten Teile ist.

In einigen Fiéllen ist die Diskriminante der Maximalordnung allerdings im
voraus bekannt, so daff man schon den nétigen Index kennt. Die Primideale,
deren Restklassenkorper eine Charakteristik haben, die kleiner oder gleich n
ist, konnen gesondert behandelt werden.

Man behélt ein Ideal m (ein Teiler des Index) iibrig, das nur noch
die Primideale enthélt, deren Restklassenkorper eine Charakteristik haben,
die grofler als n ist. Berechnet man dann die Links-Ordnung des m-Spur-
Radikals, so erreicht man héufig einen Aufstieg. Da der notige Index bekannt
ist, kann man iiberpriifen, ob die erhaltene Ordnung maximal ist, oder nicht.
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Erhélt man keinen Aufstieg und ist die Ordnung noch nicht maximal,
so versucht man, die Wurzel aus dem Ideal m zu ziehen und arbeitet damit
weiter. Beispiele, die dieses Verhalten demonstrieren, sind in Abschnitt 7.2.1
aufgefithrt. Bei den Beispielen die [GP97] entnommen sind geniigt sogar die
Berechnung einer einzigen Links-Ordnung des m-Spur-Radikals, wenn m der
Index ist.

6.3.2 Algebraische Funktionenkoérper

Fir Funktionenkorper R = K|[t|, F = K(t) und A = Fly|/fF[y], wobei
f € RJy] ein normiertes irreduzibles Polynom und K ein endlicher Korper
(globaler Funktionenkorper), Q oder ein Zahlkorper ist, wird die Diskrimi-
nante disc(A) = gK|t] einer Ordnung A von einem Polynom ¢ aus K|t
erzeugt. Man kann also besonders einfach eine quadratfreie-Faktorisierung
der Diskriminante berechnen g = H,’f:l g! mit paarweise teilerfremden qua-
dratfreien Polynomen ¢; € K[t], vgl. [Zip93, Chpt. 18, S. 293].

Auflerdem kann man die relevanten Eigenschaften des Restklassenkorpers
R/p schon an K ablesen. Sie sind unabhéngig von den Primidealen p von
R. Im Falle von Funktionenkorpern iiber Q oder iiber Zahlkorpern, oder
wenn im Falle globaler Funktionenkorper die Charakteristik des endlichen
Korpers K grofer ist als der Grad der Erweiterung n = [A : F], 18t sich auf
m =[]\, ¢;K[t] immer Algorithmus 6.16 anwenden.

Ist A ein globaler Funktionenkorper, so kann man auch ohne quadratfreie
Faktorisierung der Diskriminante mit Hilfe des in Abschnitt 6.2.1 entwickel-
ten Verfahrens das disc(A)-Radikal berechnen. Beispiele zur Berechnung von
Maximalordnungen in Funktionenkorpern findet man in Abschnitt 7.2.2.

6.4 Trager/Bradford

Nach [Bra88, Sect. 7.4, S. 7.8] schlagt Trager vor, an Stelle des p-Radikals bei
der Berechnung von p-maximalen Ordnungen in algebraischen Zahlkérpern
Potenzen des p-Radikals zu verwenden. Es werden in [Bra88, Sect. 7.4, S. 7.8]

auch einige Beispiele angegeben, in denen der Index ((91 <\/pAk> : A) grofer

ist als der Index (Ol (\/pA) : A). Diese Idee 148t sich auf die Berechnung von
m-hereditédren Ordnungen iibertragen. Es sei {0} C m C R ein Ideal und A
eine R-Ordnung.

(6.21) Proposition FEs seien a,b zwei zweiseitige Ideale der Ordnung A,
dann gelten Oy(b) C O;(ba) und O,(b) C O,(ab).
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Beweis: Es gilt © € O)(b) < zb C b = zba C ba < = € O;(ba). Ebenso
zeigt man auch die zweite Aussage. O

(6.22) Korollar Fir k > 0 gilt sowohl O;(vVmA) C O, (\/mAk> als auch
O,(Vmh) C O, <\/mAk).

Man kann also zur Berechnung einer m-hereditdren Ordnung an Stelle

von vmA auch jede Potenz \/ﬂﬁlC verwenden und die resultierende Links-
bzw. Rechts-Ordnung ist auf jeden Fall nicht kleiner. Ein groflerer Index ist
aber auch nicht garantiert, wie die Beispiele fiir algebraische Zahlkorper in
[Bra88, Sect. 7.4, S. 7.8] belegen.

Es sei p ein Primideal von R, und By, ... P, seien die Primideale von
A, die p enthalten. Ist die Algebra A kommutativ, so sieht man Eofort, daf3
P, ..., B, invertierbar sind, genau dann, wenn auch <Hf:1 ‘BZ) invertier-
bar ist.

(6.23) Bemerkung Obwohl VmA" C (ngp p) A, wobei p Primideale von
R seien, wvgl. Proposition 6.12, mufS man durch O <(ngp p) A) keine

griofsere Ordnung erhalten als A, auch wenn A nicht m-hereditdr ist.
Im allgemeinen gilt VmA” (ngp p) A und (ngp p) A laft sich nicht
in Primideale von A faktorisieren, vgl. Korollar 2.51 und Bemerkung 3.15.

Sollte doch ,=* gelten, so kann man natirlich auch mit (H p) A an Stelle

mCp
des m-Radikals rechnen, und sich damit viel Arbeit ersparen.

Berechnung von Maximalordnungen iiber Dedekindringen 65
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Praxis und Beispiele

Zum Abschlufl werden in diesem Kapitel noch ein paar Bemerkung zu der
Implementierung der Verfahren aus dieser Arbeit und illustrative Beispiele
fiir die beschriebenen Algorithmen gegeben.

7.1 Implementierung in KASH

Der in den Abschnitten 6.3.1 und 6.3.2 beschriebene Algorithmus zur Berech-
nung der m-Spur-Radikale bzw. der m-Radikale in algebraischen Zahlkérpern
und Funktionenktérpern und die damit verbundenen Verfahren zur Berech-
nung von Maximalordnungen, sind in dem Computeralgebra-System KASH
[DFK*97] implementiert.

Besonders die Verfahren fiir die algebraischen Zahlkorper werden haufig
benutzt, wenn man die Koérperdiskriminante vorher schon kennt. Die Beispie-
le in Abschnitt 7.2.1 belegen das giinstige Verhalten. An dieser Stelle mochte
ich Claus Fieker und Jiirgen Kliiners meinen Dank aussprechen fiir die Hilfe
bei der Implementierung dieser Verfahren und die Beispiele, die sie mir zur
Verfiigung gestellt haben.

Im Bereich der kommutativen Erweiterungen von Dedekindringen sind
auch schon einige Teile in KASH programmiert. Da derzeit noch keine ent-
sprechende Generik fiir allgemeine Dedekindringe existiert (siche weiter un-
ten) beschranken sich die implementierten Algorithmen auf die Lokalisierun-
gen, vgl. Abschnitt 3.6 und Bemerkung 4.19. Die Arbeiten in Lokalisierun-
gen ermoglichen es, herkémmliche Hermite-Normal-Formen iiber Hauptideal-
ringen an Stelle von Dedekindringen zu verwenden. Auflerdem ist auch die
Idealarithmetik um ein Vielfaches einfacher.

Da an Dedekindringen bisher nur die Ringe Z, Cl(Z, K),F,[t], Q[t] und
K|t], fiir Zahlkorper K, in KASH zur Verfiigung stehen, werden damit keine
neuen Gebiete erschlossen. Im Prinzip ist es aber moglich, ganz allgemein eine
Ordnung iiber einem lokalisierten Dedekindring (mit entsprechender Infor-
mation: Multiplikations-, Invertierungs-Funktion) in KASH anzulegen, und
dann die maximale Ordnung zu berechnen.

Um den ganz allgemeinen Fall zu implementieren, also iiber einem all-
gemeinen Dedekindring zu arbeiten, mufl neben der Struktur fiir nicht-
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kommutative Algebren vor allem die Generik fiir die Dedekindringe verallge-
meinert und implementiert werden. Dieser Teil von KASH ist dem Computer-
algebra-System Magma [BCP97] entnommen, mit dem seit vielen Jahren eine
Kooperation besteht. Die Generik erlaubt den Zugriff auf die Arithmetik-
Funktionen sowohl fiir Elemente des Dedekindringes als auch fiir gebrochene
Ideale des Dedekindringes.

Bisher ist in KASH bzw. Magma nur eines von beiden moglich, entwe-
der Arithmetik mit Elementen oder Arithmetik mit gebrochenen Idealen.
Insbesondere die Implementierung einer allgemeinen Hermite-Normal-Form
(Theorem 1.15) iiber Dedekindringen erfordert aber, dafl sowohl Arithme-
tik mit Elementen als auch mit gebrochenen Idealen (Koeffizientenidealen)
zur gleichen Zeit zur Verfiigung stehen. Daneben werden auch noch spezielle
Funktionen benoétigt, die sowohl mit Elementen als auch mit Idealen arbei-
ten, zum Beispiel eine Funktion, die testet, ob eine Element in einem Ideal
enthalten ist.

Diese fehlende Generik soll aber in den néchsten Jahren entwickelt und
implementiert werden, so daf§ danach mit der Programmierung der in die-
ser Arbeit beschriebenen allgemeinen Verfahren zur Berechnung von Maxi-
malordnungen bzw. hereditdren Ordnungen iiber Dedekindringen begonnen
werden kann.

7.2 Beispiele

Alle Beispiele wurden auf einem Intel Pentium IIT (600MHz, 512MB RAM)
unter Linux 2.2.13-SMP mit KASH Version 2.2 gerechnet.

7.2.1 Algebraische Zahlkoérper

Absolute Erweiterungen 1

Die folgenden Polynome sind [KM00a] und [KMO0Ob] entnommen. Durch sie
werden spezielle vorgegebene Galois-Gruppen erreicht. Die Konstruktion des
Polynoms erlaubt es auch gleich die Korperdiskriminante des Zahlkorpers
mit anzugeben, der von dem Polynom erzeugt wird, so daf} sie sich fiir die
Anwendung der Ideen aus Abschnitt 6.3.1 gut eignen. Zur Demonstration
sind die folgenden Polynome von Grad 14 und 15 mit den Galois-Gruppen
14T22 (die 22. Gruppe vom Grad 14), 14T23, 15T65 und 15T66 ausgewahlt
worden:

f1 o= 11— 63¢12 — 9555611 + 11867110 — 70824612 — 1792266015 + 85937382317 + 2085856
50015 — 117366985106t° — 335941176396t* + 4638317668005t + 17926524826973t% + 7429
846568445t + 91264986397629,
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fo = t' — 129864¢'2 — 517832t' + 6567239322t10 + 33352434192t° — 166594899026864t°
— 752915315481312t7 + 2275891736459084940t5 + 7743078094604088768t° — 16633213695
413438344032t* — 39871919309692447523616t> + 60126791399546070679893112t% + 77844
118533852728698751040t — 83173498199506854751458701376,

fa = tM 4 Tt — 140t12 — 931¢1 + 749710 4 461867 — 1962735 — 10749017 + 252550216
+ 116568975 — 12004657t* — 46585868t% — 17319029t + 16247105t + 7630855,

fa =t — 266112 4+ 2779710 — 1440390t8 + 27797t + 38314374t% — 3697001£% — 48531540
4t* + 1404860383 + 2305248169t — 1334617361t + 74413291

fs = t1 — 14¢12 4 7710 — 2108 — 1147 + 294t0 + 77¢5 — 196t* — 154¢3 + 49¢% + 77t
+29,

fo = t1* — 56112 + 245¢11 4 2534410 — 13729 — 245288 — 257782t7 — 1470049t5 4 1229802
5 4 12092913t* + 4848153113 + 478963261t% + 704643912t — 1494810659,

fr = t'5—9358616t'* —981801545363928¢ '3 +6132613307938894691999t12 4-2349656477641
28294191539386032t 1 —487291233382353756036180999512204396¢ 10 —19821213812947820
68461392707625900354341008t” + 509368046457871542863664261506898446369155371851
2t8 — 1796382251442182084973410359337073117751008892067511360¢7 — 162434253163983
8367959606954894776448845155527408053206753216t° 4 5989557566959352268372244461
43375101977886301504148085937342362368t° + 127455612675659668510656725738470505
152698124356770524785792237340730880t* — 50461306926387625673675729977818329350
161856753842031037293066119007530654720t% — 13979649919044527247053569081283600
83374719570322775353180279503186688568438657024t% + 961525964334341754058528653
660980329859449518470947209794533950512983007947762410119168t — 115145537928713
44609266052188570932509071967059074616753155785365012244269007150737922174976,
fs = t15—763627t1* —7918503214887t'3 —15819046639322043635¢'2 —134119227043006044
31206763t —1984466180821028674417984036359¢'°4-6985833031084493124518306103325
292349t 4 7618002696501418814499247584924820359873665t% + 5358075653529910566901
629262583658515856250754339t7 + 22116717274279775580778973284241835570939388308
35814495t° +303413450852914933432290138546915883731159811001008020954763t° — 862
74030924091009751365205151449362546040508427996152801112247385t* — 135650825866
40567935909556170317694012634525254803568593942014129438585t + 154765940159726
7916564915173147304849198163743060134868979310156219644930515¢% + 2845251922177
3987281254231609624753564583795812837682579404620185730918531931423¢ — 10340653
06596988705801174192973952219371728777104203323360249438767943798293198985333,
fo = t1% — 914 — 777124356t — 1133827391276t'2 + 248667491445971640t' + 19824700
37108913200760t0 — 20251674921386743233089664t° — 47758209690766095052311701481
618 — 3308886107335264486810139708481072t7 + 78219641307131776967508554938600139
210 4+ 136771384654763125975628635944913787162688t> + 495305752715364614800204906
020616494062534208t* — 2654636123517266162930575109745213496431971332096t> — 266
90849479086638949750226189970304815661445420472832t% — 847628875527545519279368
65646583259242697034492208111616t — 1024871671448323058965788498735385810803135
24947316321767424,
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fro = 15 — 3¢14 _ 68785879713 — 2293640100713¢'2 + 113089731329026272¢11 + 107773
7915724143112520¢10 + 49428210890930994551840t° — 108900055151527803104951638704
% — 1112508997817381234277823383171904t" — 342478992114457475304930237103382931
2t5 + 34261047316984490057136925512354264869632t° + 4697795186001728662998212940
66990088485803264t* + 2857336113050234752843481877396574445745460390912> + 9643
8943663980120831671286654851604070306393518202882 + 16155928577411855170064331
707805843364634285522479439872t + 974526119892454046318499927901650523253916528
7580656586752,

fi1 =t + 14¢1% — 490102048t' — 1443619696925t + 73076305015275276t ! + 4242972
85981352343828¢10 — 6885611391117763548878208t° — 135817234836197032766054792704
8 — 1303133741618662827446853858425536t" — 785356482376830112288943142974654995
25 — 258564906520182935128052189882083096842241° — 1366829824723969519237021739
0034841343357952t* + 238572838187521452813997505434579207565499972608t> + 105220
17679428521000933887745160048682661740953200642 + 2247229991592507744775455354
460577271500596394764492800¢t 4 221420776219767692886761730255614520871456157382
7407908864,

fi2 = t¥° 4+ 4t — 49010210013 — 2271033227529t'2 + 76744427566459970t11 + 6957085
3838057069369610 — 5762533832169356285480188t° — 156236735838979187866473931422
% — 1513319384516363752951684915149615t7 — 862637199470257639608230637342739482
45 — 26443802608971895070967280700296265303128t° + 4957564389432783841054501927
324380051958607t* + 442556948845710362648725908652973264386846792468t> + 1673268
885383135576744422820876384207378556166859276t2 + 25240201709593966450441197773
57710416690008368956858752t + 1364156404098579750286880766110742909935409399055
473111056 und

fiz =t — 114 + 282185319¢13 + 1247857228852t12 — 35114805704965233t11 — 141524
337796433387826t'0 4 2604584980442264028744009t° 4 14153948932132918272984150384
8 — 178273077248353369941327628479552t7 — 1142953506821390914419260564494304768
% +15975069142211276963134599495014990639616t° + 33516684438303088018217308253
251277376159744t* — 617589777108203716232396372453619309554471256064t3 — 3975614
12445066919545461762354884631501806174863360t2 + 226665718290854757064824546421
5192357802047101628186624¢ — 13022224565327602564069162232593069605616574287778
14196224.

In Tabelle 7.1 sind die Polynome, die Kérperdiskriminante, die Dezimal-
stellen der Korperdiskriminante, die Zeit (¢;) zur Berechnung der Maximal-
ordnung mit dem in Abschnitt 6.3.1 beschriebenen Verfahren, die Galois-
Gruppe des Polynoms, die Dezimalstellen der Polynomdiskriminante, die Zeit
(t2) zur Faktorisierung der Polynomdiskriminante und die Zeit (¢3) zur Be-
rechnung der Maximalordnung mit dem herkémmlichen Algorithmus (in die-
sem Fall der Round 4 Algorithmus, vgl. [Bai96]). Dabei wurden die folgenden
Primzahlen verwendet:
p1 = 998965635751893984077752053437471,
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Tabelle 7.1: Algebraische Zahlkorper 1

i disc(QUH]/FQL]) | 1ogo(disc(QF]/ Q) L
Gal(f) log, o (disc(f)) t2 t3
fi 283165107245096 47.94 2 sec
14'T22 216.87 16 sec 18 sec
fo 2363167184145023° 73.39 4 sec
14'T22 376.25 > 60 min || > 60 min
f3 21236510714116 31.54 2.20 sec
14T23 108.99 0.02 sec 0.35 sec
f1 305107201912 42.10 2.18 sec
14T23 129.64 0.02 sec 0.75 sec
fs 510714116 25.07 || 2.26 sec
14T23 25.07 0.00 sec 0.02 sec
fe 7241312 33.65 1.23 sec
14T23 139.28 17.00 sec || 17.00 sec
fr 1741971037168573914]9‘11 188.87 69 sec
15T65 1388.40 > 60 min || > 60 min
fs 2101383717951 3 162.35 27 sec
15T65 1251.63 > 60 min || > 60 min
fo —232320314p§ 122.48 11 sec
15T65 855.83 > 60 min || > 60 min
f1o 19°103°p] 118.01 12 sec
15T66 843.72 > 60 min || > 60 min
fi1 —343315p§p§p§ 118.26 11 sec
15T66 826.38 > 60 min || > 60 min
f12 —343315p§p‘61p§ 118.26 12 sec
15T66 836.35 > 60 min || > 60 min
fi3 —23232%§pg1 120.82 9.63 sec
15T66 846.59 > 60 min || > 60 min
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7.2 Beispiele

Do = 247642673543227267344323198011,

ps = 2155905739302052860366631, ps = 24423540709476440647407001,
ps = 2791121, pe = 36793741, p; = 843230867441,

ps = 3377890562461, py = 7623585272461

Absolute Erweiterungen 2

Jetzt werden, wie schon in Abschnitt 6.3.1 angedeutet, die Polynome aus
[GP97] verwendet, um algebraische Zahlkérper zu erzeugen. Es sei f, =
£° + n?tt — (203 + 6n% + 10n + 10)t* + (n* + 5n® + 11n? + 151 + 5)t* + (n® +
4n? +10n +10)t + 1 fiir jedes n € Z. Die Zahlkorper K,, = Q[t]/f,,Qlt] haben
nur fiir n = —1, —2 Potenzganzheitsbasen.

Weiterhin seien m,, 1= n*+5n3+15n2425n+25 und d,, := n3+5m%+10n+
7. Nach [GP97, Lem. 2] ist die Diskriminante von K, im Falle von p* Jm,, fiir
jede Primzahl p # 5 gerade m? und d,, der Index (CI(Z, K,,) : Z[t]/ f.Z]t]).

d>° sei der Teil des Index d,, in dem die Primfaktoren 2, 3,5 gestrichen
sind, fiir d,, = 2¢23% 5% Hle py* mit den Primzahlen p; > 5ist d° = Hle pit.
Fiir —10000 < n < 10000 ist mit KASH jeweils O, <\/d;5(Z[t] 7 fnZ[t])> be-
rechnet worden. Die Primzahlen 2,3, 5 < [K,, : Q] werden separat behandelt.

Man stellt fest, daB8 O, <\/ d>>(Z[t]/ fnZ[t])> fiir alle Werte von n bereits

d>°-maximal ist. Es geniigt also ein einziger ,,Spur-Radikal-Links-Ordnungs-
Schritt“ zur Berechnung der d.°-Maximalordnung, obwohl die Gleichungs-
ordnung in allen Féllen (bis auf n = —1,—-2, vgl. [GP97, Rem. S. 1696))
nicht maximal ist und der Index d;° in etwa 4% der Félle nicht quadratfrei
ist. Die Voraussetzung von [GP97, Lem. 2] ist in 4% der Fiélle nicht erfiillt.
Die Schranken kénnten auch noch sehr viel weiter nach unten beziehungs-
weise nach oben verlegt werden, die Berechnung eines , Spur-Radikal-Links-
Ordnungs-Schritts® dauerte im Schnitt eine halbe Sekunde.

7.2.2 Algebraische Funktionenkorper

Fiir algebraische Funktionenkorper kann eine quadratfreie Faktorisierung der
Diskriminante sehr effizient berechnet werden [Zip93, Chpt. 18, S. 293]. Al-
lerdings bereitet die Arithmetik mit Matrizen iiber Kt] fir K =F,, K =Q
oder algebraische Zahlkorper K noch erhebliche Probleme. Die kritischen
Funktionen sind hier die Hermite-Normal-Form und das Invertieren von Ma-
trizen. Ist g € K[t] ein Erzeuger des Ideals m, dann wichst die Laufzeit des
Algorithmus zur Berechnung eine m-maximalen Ordnung mit dem Grad des
Polynoms g.
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Die folgenden Beispiele demonstrieren aber, dafl das Verfahren aus Ab-
schnitt 6.3.2 bei kleinen Graden durchaus anwendbar ist. Fiir groe Grade
muf die Arithmetik mit Matrizen iiber K[t| in dem Computeralgebra-System
KASH bzw. Magma noch verbessert werden.

Globale Funktionenkoérper

In Tabelle 7.2 werden durchschnittliche Laufzeiten fiir zufillige Beispiele an-
gegeben. Als Grundkérper ist K = [F, vorgegeben, das erzeugende Polynom
ist jeweils von der Form f = y¢ — o®33, wobei «, 8 € K|t] zufillig gewiihlt
sind mit deg(a) = deg() = 3. Das Polynom f € K(t)[y] erzeugt dann den
globalen Funktionenkorper A = Fly|/fFy| iiber dem Korper F' = F,(¢).
Durch diese spezielle Wahl der Polynome f erhélt man mehrere kubische
Diskriminantenteiler.

Es wurden jeweils 100 Beispiele gerechnet. ¢; gibt die durchschnittliche
Zeit fiir den herkémmlichen Round 2 Algorithmus (vollstandige Faktorisie-
rung der Diskriminante) und ¢, die durchschnittliche Zeit fur den Round 2
Algorithmus, der nur die quadratfreie Faktorisierung der Diskriminante nutzt,
an.

An Tabelle 7.2 sieht man, daf bei kleinen Beispielen (d = 2) die Verwen-
dung der nur quadratfrei faktorisierten Diskriminante trotz der noch nicht
verbesserten Arithmetik fiir Matrizen tiber F,[t] immer schneller ist. Dies be-
griindet die Hoffnung, daf§ durch eine Verbesserung der Matrix-Arithmetik
auch fiir die grofleren Beispiele das Verfahren aus Abschnitt 6.3.2 Anwendung
finden wird.

Funktionenkorper iiber algebraischen Zahlkérpern

Die Beispiele fiir Funktionenkorper iiber algebraischen Zahlkorpern orientie-
ren sich an denen fiir globale Funktionenkérper. Allerdings muf$ die Diskrimi-
nante (Grad des Polynoms, das die Diskriminante erzeugt) hier noch einmal
deutlich kleiner sein.

In Tabelle 7.3 findet man die folgenden Daten: Der Zahlkorper ist
K = Q(v/s), die Funktionenkérper werden erzeugt von dem Polynom
f=19*—a?B3 wobei a, 3 € K|t] zufillig gewiihlte lineare Polynome sind.
Das Polynom f € K (t)[y| erzeugt dann den algebraischen Funktionenkorper
A = Fly|]/fFly] iiber dem Korper F' = K(t). Wie oben ist ¢; die durch-
schnittliche Zeit fiir den herkommlichen Round 2 Algorithmus und t, die
durchschnittliche Zeit fiir den Round 2 Algorithmus, der nur die quadratfrei
faktorisierte Diskriminante nutzt. Es wurden jeweils 100 zuféllige Beispiele
gerechnet.
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7.2 Beispiele
Tabelle 7.2: Globale Funktionenkorper

Jd] &) B[] h] 2
112 | 2 8.9 msec 2.9 msec || 4 36.3 msec 59.2 msec
11?2 || 6 || 131.6 msec | 713.2 msec || 8 || 279.1 msec | 4665.6 msec
132 | 2 8.7 msec 3.6 msec || 4 38.7 msec 44.5 msec
132 || 6 || 133.3 msec | 653.4 msec || 8 || 284.5 msec | 5578.4 msec
172 | 2 9.1 msec 2.6 msec | 4 36.4 msec 76.6 msec
172 || 6 || 128.6 msec | 965.1 msec || 8 || 275.7 msec | 6127.7 msec
192 || 2 8.2 msec 3.9 msec || 4 37.4 msec 65.7 msec
192 || 6 || 140.8 msec | 957.3 msec || 8 || 283.7 msec | 2592.4 msec
232 | 2 8.0 msec 3.8 msec || 4 36.7 msec 76.2 msec
232 || 6 || 136.6 msec | 962.7 msec || 8 || 288.0 msec | 6175.0 msec
292 | 2 9.7 msec 3.1 msec || 4 38.2 msec 77.0 msec
292 || 6 || 138.4 msec | 880.4 msec || 8 || 298.8 msec | 5876.2 msec
312 | 2 9.2 msec 3.6 msec || 4 40.3 msec 77.5 msec
312 || 6 || 183.9 msec | 663.6 msec || 8 || 319.2 msec | 6464.4 msec
37 | 2 10.0 msec 3.3 msec || 4 38.4 msec 66.7 msec
372 || 6 || 148.5 msec | 1078.2 msec || 8 || 303.1 msec | 6692.9 msec
412 || 2 9.8 msec 2.8 msec | 4 39.0 msec 76.3 msec
412 | 6 || 145.9 msec | 1061.1 msec | 8 | 298.3 msec | 6746.7 msec

Tabelle 7.3: Funktionenkorper iiber Zahlkérpern

A 0] B s 4] 2
2 2 || 34.0 msec | 742.2 msec || -2 || 33.5 msec | 951.3 msec
3 2 || 43.6 msec | 3377.7 msec || -2 || 43.5 msec | 3347.4 msec
2 5 || 38.4 msec | 822.7 msec || -5 || 33.7 msec | 1113.2 msec
3 5 || 44.8 msec | 4209.2 msec || -5 || 46.3 msec | 3952.1 msec
2 7 || 34.7 msec | 1097.9 msec || -7 || 39.2 msec | 887.9 msec
3 7 || 45.8 msec | 4448.6 msec || -7 || 46.6 msec | 4512.1 msec
2| 11 || 38.5 msec | 1227.9 msec || -11 || 38.8 msec | 1150.4 msec
3| 11 || 78.1 msec | 4941.4 msec || -11 || 46.9 msec | 5196.7 msec
2] 13 || 38.4 msec | 937.8 msec || -13 || 36.5 msec | 1428.0 msec
31| 13 || 46.9 msec | 5130.9 msec || -13 || 48.8 msec | 5265.7 msec

Berechnung von Maximalordnungen iiber Dedekindringen

73



Kapitel 7 Praxis und Beispiele

Um die grofien Probleme mit der Arithmetik iiber K[t] fir K = Q oder
Zahlkorper K zu dokumentieren, wird hier noch ein besonders grofles Beispiel
angefiihrt. Das Polynom
o= Y104 (=20t +2063 — 2042 420t — 20)y8 + (70£8 — 1407 43106 — 480t5 + 600t —530£3 +4
60t2 — 290t +120)y% + (— 1002 + 300t — 600¢1° 41000 — 1625¢8 + 2675¢7 — 41505 4- 4800
t5 —4625¢* +4000t3 — 2850t% 4 1175t — 225)y* + (65¢1¢ — 260¢1° + 35014 — 100¢13 — 525¢12 +-2
47061 —4930t1° 4-3950t2 + 155018 — 7800t 7 4 12745t% — 15830t° + 14850t* — 9600t> + 3975¢>
—910t490)y? —16t20 480t — 4018 — 440¢17 +895¢16 +101¢1° — 2285¢14 +2605¢ 13 +55¢12 — 2
590t +3124¢10 — 3060t 4-2080t% + 1180¢7 — 4115¢° + 3631¢° — 1320t* + 603 + 60t> — 5t — 1
erzeugt den Funktionenkorper A = Q(t)[y]/fQ(¢)[y]. In der quadratfreien
Faktorisierung der Diskriminante taucht ein Faktor von Grad 26 auf. Die
Berechnung des zugehorigen m-Radikals benotigt 694 Sekunden und bei der
Berechnung der Links-Ordnung des m-Radikals, genauer bei der Invertierung
einer Matrix iiber Q[t], stiirzt das System ab, da der Arbeitsspeicher (512
MB) nicht ausreicht.
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Notation

In der vorliegenden Arbeit werden die folgenden Symbole und Notationen
verwendet, in der rechten Spalte steht die Seite des ersten Auftretens.

MCN x € M = x € N, fiir beliebige Mengen M, N
McCN MCNund M#N
F, endlicher Kérper mit ¢ Elementen 3
R ein Dedekindring 1
F Quotientenkorper von R 1
K,L Korper L/ K 2
[L: K] Grad der Korpererweiterung L/ K
A eine separable F-Algebra der Dimension n 6
[A: F] Dimension der F-Algebra A 1
n Dimension der F-Algebra A 6
J(A), J(S) das Jacobson-Radikal von A bzw. S fiir einen be- 1
liebigen Ring S.
ClI(R, A) ganzer Abschluff von R in A 3
xz Koeffizientenvektor von x € A 12
M. ;, M, j-te Spalte bzw. k-te Zeile der Matrix M 14
Pa/k(x),P(x)  charakteristisches Polynom von z € A 2
Ta/k(x), T(x) Spurvonze€ A 2
Pra/k(x),Pr(z) reduziertes charakteristisches Polynom von z € A 2
Tra/k(x), Tr(x) reduzierte Spur von z € A 2
a, b, usw. Ideale oder R-Gitter 5
\% ein F-Vektorraum 5, 8
V@ F] Dimension des F-Vektorraums V'
M R-Gitter in dem F-Vektorraum V 8
a, Koeffizientenideal zu z € FM und dem R-Gitter 10
M, {a € Flax € M}
A R-Gitter oder R-Ordnungen in A 3,5
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(a/b)

(b\a)
Oy(a)
O, (a)
Id(a)
a*l

[a: 2]

disc(A)
disc,.(A)

ord(A™r)
(A : A)

Vy

=

‘U>>'B:]>>

76

Quotient von zwei R-Gittern oder Idealen, {x €
Alzb C a}

wie oben, aber {z € Albx C a}

Links-Ordnung des R-Gitters oder Ideals a, (a/a)
Rechts-Ordnung des R-Gitters oder Ideals a, (a\a)
Idealisator des zweiseitigen Ideals a, O;(a) N O, (a)
Inverses R-Gitter von a, {x € A|axa C a}

{y € Ayz € a}

Diskriminante des vollen R-Gitters oder der R-
Ordnung A

reduzierte Diskriminante des vollen R-Gitters oder
der R-Ordnung A

Ordnungsideal des R-Torsionsmoduls A"

Index von R-Gittern oder R-Ordnungen

Norm des Ideals a von A, ord(A/a)

duales R-Gitter zu A

maximale Ordnung

p-maximale Zwischenordnung {z € A |p¥y C
A, fiir ein v > 0} zu A und A(ma%)

hereditdare Ordnung

p-hereditdre Ordnung

p-Radikal bzw. m-Radikal der Ordnung A
p-Spur-Radikal, bzw. n-Spur-Radikal der Ordnung
A, {a € A|T(za) € n fiir alle z € A}
Lokalisierung von R an p

Lokalisierung der R-Ordnung oder des R-Gitters
A an p

p-adische exponentielle Bewertung
Vervollstdndigung von I beziiglich v,
Bewertungsring von 7,

Vervollstandigung von A, Fp ®Rr A
Vervollstandigung von A, Rp ®r A
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Zusammenfassung

R sei ein beliebiger Dedekindring mit Quotientenkérper F' = Q(R). In die-
ser Arbeit werden R-Ordnungen A in endlich dimensionalen separablen F-
Algebren A betrachtet, wobei A nicht notwendig kommutativ ist.

Es werden (in der Dimension der F-Algebra A) polynomielle Verfahren
zur Arithmetik (Summe, Schnitt, Produkt, Quotienten und Inverses) von
Rechts-, Links- und zweiseitigen Idealen von A entwickelt. Nebenbei wer-
den Analogien zu Ordnungen in globalen Korpern aufgezeigt, die auch zum
Verstéandnis der arithmetischen Eigenschaften der Ideale in Ordnungen alge-
braischer Zahlkoérpern beitragen.

Ahnlich wie in globalen Koérpern interessiert man sich fiir die Berech-
nung einer Maximalordnung. Im Gegensatz zum kommutativen Fall, ist die
Maximalordnung im allgemeinen nicht eindeutig. Zur Berechnung von Ma-
ximalordnungen in separablen Algebren wird der Round 1 Algorithmus von
Zassenhaus verallgemeinert.

Der Round 2 Algorithmus von Zassenhaus nutzt aus, dafl jede Maximal-
ordnung hereditdr ist, und berechnet erst eine hereditére Ordnung A O A
und dann eine Maximalordnung A™#) O A®er) Wenn die Algebra kommuta-
tiv ist, so féllt die hereditire Ordnung mit der Maximalordnung und mit dem
ganzen Abschlufl zusammen, so daffl man den in globalen Kérpern bekannten
Round 2 Algorithmus erhélt.

Ein Teilproblem des Round 1 bzw. Round 2 Algorithmus ist, zu vorge-
gebenem Primideal p von R, das sogenannte p-Radikal bzw. die maximalen
Ideale von A zu konstruieren, die p enthalten. Hierzu werden allgemeine Ver-
fahren angegeben. Insbesondere wird die Verbindung zu dem Algorithmus
von Buchmann-Cohen-Lenstra zur Faktorisierung von Indexteilern in alge-
braischen Zahlkoérpern hergestellt. Als Anwendung wird gezeigt, wie man in
(nicht notwendig maximalen) Ordnungen beliebige zweiseitige Ideale fakto-
risiert, wobei man im allgemeinen keine vollstdandige Faktorisierung in Prim-
ideale erhilt.

Zum Abschlul werden noch einige Verbesserungen betrachtet. Die Ver-
wendung des m-Radikals zur Berechnung hereditdrer Ordnungen erlaubt zum
Beispiel die Verwendung der nicht vollstandig faktorisierten Diskriminante.
Die Ausfithrungen zum m-Radikal stellen eine entscheidende Verallgemeine-
rung der Verfahren von Buchmann und Lenstra dar.

[lustrative Beispiele, die vor allem die Vorteile der Verwendung des m-
Radikals demonstrieren, und einige Bemerkungen zur Implementierung der
beschriebenen Algorithmen runden diese Arbeit ab.
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