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EinleitungEine der �altesten Diophantischen Gleichungen ist die Normgleichung; f�ur Zahl-k�orper F=E=Q sowie eine Zahl � 2 E := Q(�) wird eine Zahl x 2 F := E(�)mit NF=E(x) = �gesucht oder der Nachweis, da� es keine solche gibt. Anwendungen hiervon gibtes z.B. in der Algebren Theorie ([1, Chapter 7] und [44, Lemmata 6.1, 6.2]).In speziellen Situationen ist schon lange bekannt, da� obiges Problem in endlichvielen Schritten gel�ost werden kann; z.B. f�uhrt dies f�ur F reell quadratisch �uberQ auf Pell'sche Gleichungen, die schon Gauss behandelt hat.F�ur (relativ-) Galois'sche Erweiterungen F=E hat Siegel [48] Schranken f�ur denNenner und alle Koe�zienten einer L�osung angegeben und damit gezeigt, da� dieGleichung konstruktiv gel�ost werden kann. Sp�ater hat Bartels [3] diese Ergebnisseauf beliebige Erweiterungen verallgemeinert. Mit anderen Methoden als Siegel hatGarbanati [25] f�ur (absolut) Abel'sche K�orper ebenfalls Schranken erhalten. Allendrei Arbeiten ist jedoch gemeinsam, da� die Schranken viel zu gro� sind, um damitin der Praxis L�osungen zu �nden.Bei diesen drei Ans�atzen wird zun�achst der Nenner einer m�oglichen L�osung be-schr�ankt. In einem zweiten Schritt werden dann (endlich viele) Normgleichungenin den ganzen algebraischen Zahlen gel�ost. Der Spezialfall, Normgleichungen inOrdnungen | oder allgemeiner in Moduln | zu l�osen, ist jedoch auch aus anderenGr�unden von Interesse: Um Thue-Gleichungen zu l�osen, sind wir an den L�osun-gen interessiert, die in der Gleichungsordnung oE [�] �uber der Maximalordnung oEvon E liegen [5], genauer gesagt an einer Parametrisierung all dieser L�osungen.F�ur Hauptidealtests (im Falle E = Q ) mu� x ein Element des zu testenden Ideals1



2 EINLEITUNGsein [20, (1.7) Lemma]. Hier ist es ausreichend, "bis auf Vorzeichen\ zu l�osen |NF=E(x) = �� ist auch zul�assig; auch reicht es hier, eine L�osung zu �nden.Weitere Spezialf�alle ergeben sich aus Einschr�ankungen an �, i.allg. wird � ganzalgebraisch sein. Wenn � eine Torsionseinheit ist, ist das L�osen der Normgleichung�aquivalent zum Bestimmen der Relativ-Einheiten.In dieser Arbeit ist der von Fincke im Rahmen seiner Dissertation entwickelte Al-gorithmus zum L�osen von Normgleichungen in Ordnungen absoluter Zahlk�orper(E = Q , [20]) verallgemeinert, wobei die Arbeit von Jurk [31] fortgesetzt und er-weitert wird. Ferner werden Methoden von Garbanati [24] verallgemeinert, um imFall von relativ Galois'schen K�orpern einen Algorithmus zu erhalten, der Norm-gleichungen in K�orpern l�ost.Nachdem im ersten Kapitel zun�achst einige Notationen vereinbart werden, un-tersuchen wir im zweiten Kapitel die Wirkung der Normabbildung auf die Ein-heitengruppe. Die hier gewonnenen Ergebnisse werden einerseits f�ur die Parame-trisierung der L�osungsmenge ben�otigt und andererseits, um das Problem auf einendliches zu reduzieren. Ferner wird dort eine f�ur die Komplexit�at des Verfahrenswichtige Invariante, der relative Regulator, eingef�uhrt.Im dritten Kapitel wird die n�otige Gittertheorie f�ur Gitter �uber Zahlk�orpern ein-gef�uhrt, die ben�otigt wird, um das Ellipsoidverfahren entwickeln zu k�onnen. Spe-ziell stellen wir eine Verallgemeinerung des LLL-Algorithmus zur Gitterreduktionund des Fincke-Pohst-Algorithmus zum Ausz�ahlen von Ellipsoiden vor.Im vierten Kapitel werden dann die in den letzten beiden Kapiteln gewonnenen Er-gebnisse dazu benutzt, das Ellipsoid-Verfahren zur L�osung von Normgleichungenauf Relativerweiterungen zu verallgemeinern. F�ur relativ Galois'sche Erweiterun-gen entwickeln wir dann ein Verfahren, um die L�osbarkeit im K�orper zu entschei-den und ggf. eine L�osung zu �nden. Zus�atzlich geben wir dort ein Verfahren an,welches nicht auf dem Ausz�ahlalgorithmus beruht, um Normgleichungen mittelsS-Einheiten zu l�osen.Zum Schlu� geben wir einige Beispiele an, die sowohl die M�achtigkeit der vorge-stellten Verfahren als auch deren Grenzen demonstrieren.An dieser Stelle m�ochte ich mich bei Herrn Professor Dr. M. E. Pohst herzlichf�ur die Betreuung w�ahrend der Arbeit danken. Ferner bedanke ich mich bei HerrnProfessor Dr. G. M. Ziegler f�ur die �Ubernahme des Koreferats sowie bei Mar-tin, Klaus und J�urgen f�ur die Durchsicht einer vorl�au�gen Fassung dieser Arbeit.Schlie�lich m�ochte ich mich an dieser Stelle auch bei allen Mitgliedern der Kant-Gruppe bedanken, ohne deren Kooperation eine Arbeit wie diese nicht entstehenkann.



KAPITEL IGrundlagen
Hier werden wir zun�achst die (wichtigsten) in dieser Arbeit verwendeten Bezeich-nungen festlegen und einige theoretische Vorbemerkungen machen.1. BezeichnungenWir wollen Normgleichungen in Relativerweiterungen algebraischer Zahlk�orper un-tersuchen, dazu betrachten wir die folgende Situation (alle angegebenen Eigen-schaften k�onnen z.B. in [10, 35, 42, 46] nachgelesen werden).

Q mE = Q (�)nF = E(�) Es sei f 2 Z[t] ein normiertes, irreduzibles Polynom vom Gradm und � eine Nullstelle hiervon in einem geeigneten Erweite-rungsk�orper. Dann ist E := Q (�) ein algebraischer Zahlk�orpervom Grad m �uber Q . Den Ring der ganzen Zahlen von E be-zeichnen wir mit oE . Ferner sei nun g 2 oE [t] normiert, irreduzi-bel vom Grad n und � eine Nullstelle von g in einem passendenErweiterungsk�orper, dann setzen wir F := E(�). Bezeichne oFden Ring der ganzen Zahlen, oE ist dann ein Dedekindring undfreier Z-Modul vom Rang m, oF ist ebenfalls Dedekind'sch undein oE -Modul von Rang n. Falls die Klassenzahl von oE gr�o�er als 1 ist, ist oFjedoch i.allg. nicht mehr frei �uber oE . Sp�ater werden wir Kriterien angeben, umentscheiden zu k�onnen, ob oF frei �uber oE ist. Analoges gilt auch f�ur die (gebro-chenen) Ideale von E und F : Ideale a von E sind frei vom Rang m �uber Z, Idealeb von F sind i.allg. nicht frei �uber oE . Hier, wie auch in der ganzen Arbeit, sindIdeale stets von f0g verschieden. 3



4 I. GRUNDLAGENNF=E : F ! E : x 7! NF=E(x) sei die gew�ohnliche Normabbildung, ebenfalls mitNF=E sei die Idealnorm bezeichnet. Es gilt dann(NF=E(x)) := NF=E(x)oE = NF=E(xoF) =: NF=E((x)):NF=Q und NE=Q seien die entsprechenden Normabbildungen nach Q , es gilt NF=Q =NE=Q �NF=E .Seien nun �(1); : : : ; �(r1) 2 R die reellen Nullstellen von f und �(r1+1) = �(r1+r2+1),: : : ,�(r1+r2) = �(r1+2r2) 2 C n R die komplexen Nullstellen (r1, r2 2 N0 geeignet).Die Fortsetzungen der Abbildungen (:)(i) : � 7! �(i) auf E liefern dann Einbettun-gen von E nach E (i) := (E)(i) � C in die Konjugiertenk�orper von E . Nun setzen wirdie Abbildungen noch auf den zugeh�origen Polynomring E [t] fort, indem wir sieauf den Koe�zienten operieren lassen. Die Nullstellen der Polynome g(i) 2 E (i)[t]seien �(i;j) mit 1 � j � n. Da g(i) 2 R[t] f�ur 1 � i � r1 gilt, k�onnen wir �(i;j) 2 Rf�ur 1 � j � si und �(i;j) = �(i;j+ti) 2 C mit n = si + 2ti, si < j � si + ti an-nehmen (si, ti 2 N0 geeignet). Wegen f (i) = f (i+r2) k�onnen wir zus�atzlich noch�(i;j) = �(i+r2;j) f�ur r1 < i � r1 + r2 und 1 � j � n erreichen. Nach Jurk [31,Bemerkung 3.4] nennen wir (si; ti)1�i�r1 die relative Signatur von F=E .In [49] ist ein Algorithmus angegeben, um ein Polynom gZ 2 Z[t] mit L :=Q [t]=gZQ [t] �= F zu bestimmen, so da� wir F auch als einfache Erweiterung vonQ zur Verf�ugung haben. Ferner liefert dieser Algorithmus auch Einbettungen vonE nach L, von F nach L und von L nach F , so da� wir beide Darstellungen (Lund F ) benutzen k�onnen, um bei Bedarf die geeignetere zu w�ahlen.Dieser Algorithmus, sowie Algorithmen f�ur Operationen mit Ordnungen, Idealen,Zahlk�orpern, algebraischen Zahlen und alle in dieser Arbeit vorgestellten und be-nutzten Algorithmen sind in KANT implementiert und k�onnen �uber KASH [32]aufgerufen werden. 2. Bewertungen und PrimidealeSei VQ = V �n.Q _[V 1Q die kanonische Menge exponentieller Bewertungen auf Q , d.h.,zu jeder Primzahl p 2 PQ gibt es genau ein v = vp 2 V �n.Q mit vp(p) = 1. F�ur jedesV �n.Q 3 v 6= vp ist v(p) = 0, und es gilt V 1Q = f� log j � jg.F�ur einen beliebigen Zahlk�orper k sei V �n.k die Menge der diskreten Bewertungenauf k, die eine Bewertung aus V �n.Q fortsetzen, d.h., f�ur jedes V 2 V �n.k gibt esgenau ein v 2 V �n.Q mit V jQ = v. Analog sei V 1k die Menge der Bewertungen, dieV1Q fortsetzen. F�ur jedes v 2 V �n.k de�nieren wir den folgenden p-adischen Betrag:



3. MATRIZEN 5Sei p 2 PQ diejenige Primzahl mit v(p) 6= 0, dann setzen wir j � jv := p�v(�). F�urv 2 V 1k sei j � jv := exp(�v(�)), ferner sei j0jv := 0 f�ur jedes v 2 Vk.Sei nun K eine endliche Erweiterung von k. Aufgrund unserer Normierung bestehtVK ausschlie�lich aus Fortsetzungen von Elementen aus Vk. Wir schreiben V jv fallsV 2 VK eine Fortsetzung von v 2 Vk ist. In diesem Fall seinV jv := nV;k := [KV : kv] = nV;Qnv;Q ;wobei KV wie Vervollst�andigung von K bzgl. der von V induzierten Topologie istund kv die Vervollst�andigung von k bzgl. v. Es gilt der f�ur diese Arbeit wichtigeZusammenhang zwischen den Betr�agen, ihren Fortsetzungen und der Norm:jNK=k(x)jv = ( YV 2VKV jv jxjnV;QV )1=nv;Q= YV 2VKV jv jxjnV;kVoder (additiv geschrieben)v(NK=k(x)) = XV 2VKV jv nV;kV (x)(1-1)f�ur x 2 K und v 2 Vk.Ferner gilt die Produktformel: Yv2Vk jxjnv;Qv = 1:3. MatrizenDa wir im n�achsten Abschnitt viel mit Matrizen arbeiten werden, wollen wir einigeAbk�urzungen und Schreibweisen vereinbaren.Sei R ein Ring. F�ur eine beliebige Matrix M 2 Rn0�m0 ist Mi;j das j-te Elementder i-ten Zeile, es gilt M = (Mi;j) 1�i�n01�j�m0. M tr := (M 0i;j)1�i�m01�j�n0 mit M 0i;j = Mj;i.F�ur ein Ringelement r 2 R sei Rn0�n0 3 rn0 := (r)1�i�n01�j�n0 die Matrix, bei der alleEintr�age gleich r sind, f�ur R unit�ar bezeichne In0 2 Rn0�n0 die Einheitsmatrix, d.h.(In0)i;j = �i;j := 8<:1 i = j0 sonst. . Sei nun N 2 Rn0�m00 eine weitere Matrix. Mit (M jN)bezeichnen wir die Matrix aus Rn0�(m0+m00), deren Spalten durch Anh�angen der



6 I. GRUNDLAGENSpalten von N an die von M entstehen, (M jN)i;j = 8<:Mi;j j � m0Ni;j�m0 sonst. . Analogist  M trN tr ! = (M jN)tr. F�ur Matrizen Mi 2 Rni�mi (1 � i � o) istdiag(M1; : : : ;Mo) := 0BBBBB@ M1 0 � � � 00 . . . ...... . . . 00 � � � 0 Mo
1CCCCCA 2 RPoi=1 ni�Poi=1mi :



KAPITEL IIEinheiten in RelativerweiterungenObwohl Relativerweiterungen schon l�anger untersucht werden, gibt es bisher kaumAns�atze, die besondere Struktur dieser K�orper bei der Berechnung der Einheitenauszunutzen. Im Gegensatz zu z.B. der Berechnung der Maximalordnung oderder Galoisgruppe gibt es hier kaum Eigenschaften, die sich mit relativen Metho-den untersuchen lassen. Die wesentliche Schwierigkeit liegt darin begr�undet, da�die Eigenschaft einer Zahl x 2 oF , eine Einheit zu sein, nicht von der Strukturvon oF als oE -Modul oder Z-Modul abh�angt und, da� es im wesentlichen dieseStrukturinformation ist, die wir zus�atzlich benutzen wollen.F�ur die Struktur der Einheitengruppe Uk in beliebigen Zahlk�orpern k gilt zun�achsteinmal der Dirichlet'sche Einheitensatz:Satz 2.1. Sei k ein Zahlk�orper. Dann gibt es Einheiten �i 2 ok (1 � i � #V 1k �1 =: r) und � 2 ok mit Uk = h�i � h�1i � � � � � h�ri;wobei das Produkt direkt ist und h�ii unendliche zyklische Gruppen sind. F�ur dieGruppe der Torsionseinheiten TUk von k gilt: TUk = h�i.Hieraus erhalten wir eine Darstellung von UF , die v�ollig unabh�angig von der Struk-tur von oF als oE -Modul ist. In diesem Kapitel werden wir eine andere Darstellungvon UF �nden, die die zus�atzliche Strukturinformation ber�ucksichtigt. Spezielldie Einheiten, deren Norm Torsionseinheiten sind, werden dort eine entscheidendeRolle spielen. Diese Einheiten sind auch f�ur das L�osen von Normgleichungen wich-tig.Schon sehr fr�uh hat sich Artin [2] mit Einheiten der Norm 1 in relativ-galoisschenZahlk�orpern besch�aftigt. Er zeigte, da� ein maximales unabh�angiges Einheitensy-stem im wesentlichen durch die Anwendung der Galois-Automorphismen auf eine7



8 II. EINHEITENkleine Menge von Einheiten aus E erhalten werden kann. In diesem Spezialfallerh�alt er so auch den nachfolgenden Satz 2.5.Es gibt verschiedene Ans�atze, die Einheitengruppe Uk | oder wenigstens eineUntergruppe U � Uk von endlichem Index (Uk : U) | dadurch zu erhalten,da� die Einheiten geeigneter Teilk�orper entsprechend "geliftet\ werden. F�ur be-stimmte Typen von Abel'schen Zahlk�orpern hat z.B. Leopoldt [37, 38] ein maxi-males System unabh�angiger Einheiten aus zyklischen Teilk�orpern bestimmt. F�urden Fall, da� F die Galois'sche H�ulle eines nicht Abel'schen quartischen K�orpersist, hat Holzberg [27] gezeigt, da� eine Untergruppe von endlichem Index immeraus den Einheiten der Teilk�orper erhalten werden kann. In diesem Fall gibt esauch Absch�atzungen f�ur den Index.F�ur CM-K�orper ist schon lange bekannt, da� die Einheitengruppe einfach aus derEinheitengruppe des maximalen reellen Teilk�orpers konstruiert werden kann, dadie Einheitenr�ange identisch sind. Weiter ist bekannt, da� der Index (im wesent-lichen) maximal 2 ist [52, Theorem 4.12]. Im Fall von Kreisteilungsk�orpern gibtes auch Kriterien, um den Index zu bestimmen.Hier werden wir genauer untersuchen, wie die Einheitengruppe von F von dervon E beein
u�t wird. Die hier vorgestellten Ergebnisse sind von zentraler Be-deutung f�ur das L�osen von Normgleichungen in Relativerweiterungen. �AhnlicheKonstruktionen sind von Klebel [33] zum L�osen von bestimmten Einheitenglei-chungen benutzt worden. Es ist zu erwarten, da� mit Hilfe dieser Ergebnisse sichzumindest die Theorie zum L�osen von Thue-Gleichungen auf den relativen Fall�ubertragen l�a�t.Der nachfolgend de�nierte relative Regulator unterscheidet sich von der in [14]gegebenen De�nition dadurch, da� hier keine absoluten Invarianten von F=Q inder De�nition benutzt werden. In der hier gegebenen De�nition 2.8 werden aus-schlie�lich "relative Invarianten\ benutzt. In [4] wird eine Variante von Satz 2.9als De�nition verwendet.1. Struktur der Einheitengruppe in RelativerweiterungenF�ur das L�osen von Normgleichungen ist die Kenntnis der Einheiten aus F , derenNormen bestimmte Eigenschaften haben, wichtig. Im folgenden werden wir daherdie Operation der Normabbildung auf der Einheitengruppe untersuchen.F�ur das ganze Kapitel �xieren wir eine endliche Menge V 1E � SE � VE und setzenSF := fV 2 VF j 9v 2 SE : V jvg:(2-1)



1. STRUKTUR 9F�ur jedes v 2 VE sei Pv := fV 2 VF j V jvg:Fixiere nun ein beliebiges Vv 2 Pv (8v 2 VE) und setze_Pv := Pv n fVvg; rv := #Pv:(2-2)Ferner seien rE := #SE , rF := #SF und _SF := Sv2SE _Pv.Definition 2.2. Seien SE und SF wie oben gegeben. Dann nennen wir die Ele-mente von UE;SE := fx 2 E j 8v 2 VE n SE : v(x) = 0gbzw. UF ;SF := fx 2 F j 8V 2 VF n SF : V (x) = 0gdie SE-Einheiten von E bzw. SF -Einheiten von F .F�ur eine Untergruppe A � UE;SE de�nieren wir UAF ;SF := NF=E�1(A) \ UF ;SF .Bemerkung 2.3. (1) F�ur SE = V 1E (und SF = V1F ) gilt UE = UE;SE undUF = UF ;SF .(2) Es gilt der Dirichlet'sche Einheitensatz: UE;SE = h�i�h�1i�� � ��h�rE�1i [35,V, x1], wobei � eine geeignete Einheitswurzel ist (es gilt TUE = TUE;SE =h�i) und �1; : : : ; �rE�1 Grundeinheiten sind (d.h., sie haben unendliche Ord-nung, das Produkt ist direkt und sie erzeugen die ganze Gruppe).(3) Nach (2-1) und (1-1) gelten NF=E(UF ;SF ) � UE;SE und UE;SE � UF ;SF .(4) O�enbar gilt A � UAF ;SF , da NF=E(A) = An ist.Als n�achstes wollen wir die Struktur von UAF ;SF bestimmen. Dazu ben�otigen wirfolgendes Lemma:Lemma 2.4. F�ur A � TUE gilt: UAF ;SF=TUF ist frei vom Rang rF � rE .Beweis. Nach Bemerkung 2.3.(2) sind UF ;SF=TUF und daher auch jede Unter-gruppe hiervon frei. Es bleibt daher noch die Dimensionsaussage zu zeigen: Da~NF=E : UF ;SF=TUF ! UE;SE=TUE : xTUF 7! NF=E(x)TUEein Modulhomomorphismus ist, folgt aus dem Isomorphiesatz f�ur freie Z-Modulnund aus NF=E(x) = xn f�ur jedes x 2 E : (� bezeichnet hier Z-Modulisomorphien)UE;SE=TUE � Bild ~NF=E � UF=TUF=Kern ~NF=E ;und daher rg Kern ~NF=E = rF � rE . Mit TU sE � A f�ur ein geeignetes s 2 N folgtdann die Behauptung.



10 II. EINHEITENSatz 2.5. Sei U � UAF ;SF eine Untergruppe von endlichem Index. Dann gibt esunabh�angige Einheiten �i 2 U (1 � i � rF � rE + rgA =: r) sowie eine Torsions-einheit �, so da� U = h�i � h�1i � � � � � h�ri:Seien A � TUE beliebig, U � UF ;SF von endlichem Index. Dann gibt es Einheiten�i 2 U (1 � i � rF � rE), ~�i 2 U (1 � i � rE � 1) sowie eine Torsionseinheit �, soda� UAF ;SF \ U = h�i � h�1i � � � � � h�rF�rE iund UF ;SF \ U = (UAF ;SF \ U)� h~�1i � � � � � h~�rE�1igelten.Beweis. Direkte Konsequenz aus Bemerkung 2.3.(4) und Lemma 2.4.F�ur den Fall E = Q und A = f�1g = TUQ erhalten wir wieder den Dirichlet'schenEinheitensatz als Spezialfall.Im weiteren seien A � TUE beliebig und U � UF ;SF , von endlichem Index �xiert.Wir werden im folgenden einen Regulator f�ur UAF ;SF \U erkl�aren, der die klassischeDe�nition erweitert. Dies erm�oglicht uns dann, Absch�atzungen f�ur den Index(UTUEF ;SF : (UTUEF ;SF \ U)) anzugeben, um UTUEF ;SF auszurechnen, ohne zun�achst UF ;SFzu bestimmen, was speziell im letzten Schritt (Aufstieg zu Fundamentaleinheiten)wegen der hohen K�orpergrade sehr aufwendig ist [55]. Ferner wird dieser Regulatorein Ma� f�ur die Komplexit�at des sp�ater vorgestellten Algorithmus zum L�osen vonNormgleichungen darstellen.Seien nun LF : UF ;SF ! RSF : � 7! (nV;EV (�))V 2SF ;(2-3) _LF : UF ;SF ! R _SF : � 7! (nV;EV (�))V 2 _SF(2-4)de�niert. Nach [35, V, x1] ist LF (UF ;SF ) ein Gitter vom Rang rF � 1 im RSF ;daher ist dann LF (UAF ;SF ) ein Gitter vom Rang rF � rE .Lemma 2.6. (1) Sei B 2 Rn0�n0 mit Bi;j = a+ �i;jbi, a; bi 2 R. Dann giltdetB = ( n0Yi=1 bi)(a n0Xi=1 1bi + 1):



1. STRUKTUR 11(2) Seien B 2 Rn0�n0, C 2 Rm0�n0 beliebig. F�ur B0 := � BCB� gelten dannB0trB0 = Btr(In0 + CtrC)B und det(B0trB0) = det2B det(In0 + CtrC).Speziell gilt f�ur m0 = 1, d.h. C = (c1; : : : ; cn0):det(In0 + CtrC) = 1 + n0Xi=1 c2i :Beweis. (1): Siehe [46, 5.6 Exercise 1].(2): Es gilt:(B0trB0)i;j = n0+m0Xl=1 B0l;iB0l;j = n0Xl=1Bl;iBl;j + m0Xl=1(CB)l;i(CB)l;j= (BtrB)i;j + ((CB)tr(CB))i;j = (Btr(In0 + CtrC)B)i;jDa alle Matrizen quadratisch sind, folgt die Aussage �uber die Determinanten.Sei nun m0 = 1 und D := diag(c1; : : : ; cn0). Wir erhalten:In0 + CtrC = In0 + ((1; : : : ; 1)D)tr(1; : : : ; 1)D= D(D�2 + 1n0)D:Mit (1) angewendet auf a = 1, bi = c�2i folgt daher:det(In0 + CtrC) = det2(D) n0Yi=1 c�2i ( n0Xi=1 c2i + 1)= n0Xi=1 c2i + 1:Wir �xieren nun ein maximales unabh�angiges Einheitensystem �i 2 UTUEF ;SF \ U(1 � i � rF � rE), ~�i 2 U (1 � i � rE � 1) und � 2 TUF mitU = h�i � h�1i � � � � � h�rF�rE i � h~�1i � � � � � h~�rE�1i:Nach Satz 2.5 gibt es solche Einheiten. De�niere� : UTUEF ;SF \ U ! ZrF�rE : � = � rF�rEYi=1 �nii 7! (ni)1�i�rF�rE ;



12 II. EINHEITENsowie mit fv1; : : : ; vrEg = SE , fV1; : : : ; Vrv�1g = _Pv eine Anordnung� : SF ! N : V 7! 8<:Pi�1l=1(rvl � 1) + j � 1 f�ur V = Vj 2 _PvirF�rE + i f�ur V = Vvi wie in (2-2) :Damit ist �(SF ) = [[1; rF ]] und �( _SF) = [[1; rF � rE ]]. F�ur x 2 RSF sei RrF 3�(x) := (x�(i))1�i�rF . MitL := (n��1(i);E ��1(i)(�j)) 1�i�rF1�j�rF�rE 2 RrF�(rF�rE )und _L := (n��1(i);E ��1(i)(�j))1�i�rF�rE1�j�rF�rE 2 R(rF�rE)�(rF�rE)erhalten wir dann die beiden kommutativen Diagramme:UTUEF ;SF\U LF���! RSF�???y ???y�ZrF�rE L���! RrF und UTUEF ;SF\U _LF���! R _SF�???y ???y�ZrF�rE _L���! RrF�rE :Lemma 2.7. Sei � := [0; 1]rF�rE . Dann gelten:(1) volrF�rE (L�) = qQv2SE rv vol( _L�)(2) vol( _L�) ist unabh�angig von der Anordnung der Bewertungen und dem spe-ziell gew�ahlten Einheitensystem.Beweis. (1): Sei C :=0@ rv1�1z }| {�1;::: ;�10 rv2�1z }| {0�1;::: ;�10 ::: rvrE�1z }| {0�1;::: ;�1 1A:(2-5)Dann gilt: CtrC = diag(1rv1�1; : : : ; 1rvrE�1):Nach Lemma 2.6.(1) und [23, x5 (67)] gilt dann:det(IrF�rE + CtrC) = Yv2SE rv:(2-6)



1. STRUKTUR 13Aus (1-1) zusammen mit De�nition 2.2 und Bemerkung 2.3.(3) folgt f�ur jedesv 2 SE und jedes � 2 UTUEF ;SF :XV 2Pv nV;EV (�) = v(NF=E(�)) = 0:(2-7)Aus L =  _LC _L!, (2-6) und Lemma 2.6.(2) erhalten wir daherdet(LtrL) = det( _Ltr _L) Yv2SE rv:Wegen vol2rF�rE (L�) = det(LtrL) [34, Appendix II] und vol2( _L�) = det( _Ltr _L) =det2( _L) ist dann (1) bewiesen.(2): Da die entsprechenden Transformationen unimodular bzw. unit�ar sind, folgtdie Behauptung.Definition 2.8. Wir nennenregF=E(U) := vol( _L�)den (SF -)Regulator von U (bez�uglich F=E).Ferner sei regF=E(F) := regF=E(UTUEF ;SF ).Satz 2.9. Es gilt:regF=Q(U) = ( rEYi=1nrvi�1vi;Q ) regF=E(U) regE=Q(NF=E(U)):Beweis. Setze ~L := (L j �LF (~�1); : : : ; �LF (~�rE�1)). Da rg _L = rF � rE gilt, gibtes ein S 2 GL(rF � 1;R) mit ~L =  0rF�rEL B !S;wobei (wie in (2-7)) f�ur jedes v 2 SEXV 2Pv nV;EV (�i) = v(NF=E(�i)) = 0und XV 2Pv nV;EV (~�i) = v(NF=E(~�i))gelten und daher o.B.d.A. B von folgender Form ist:B = (vi(NF=E(~�j))) 1�i�rE1�j�rE�1:



14 II. EINHEITENSeien L0, ~L0 und B0 durch Streichen der letzten Zeile von L, ~L und B de�niert.Dann gelten: ~L0 =  0L0 B0 !S = 0@ _L 0*** B0 1AS:Sei D1 := diag(n��1(1);Qn��1(1);E ; : : : ; n��1(rF�1);Qn��1(rF�1);E ) 2 RrF�1�rF�1sowie D2 := diag(nv1;Q; : : : ; nvrE�1;Q) 2 RrE�1�rE�1:Dann sind de�nitionsgem�a�det(D2B0) = regE=Q(NF=E(U))und det(D1 ~L0) = regF=Q(U):Daher folgt:regF=Q(U) = det(D1) det( ~L0)= det(D1) det( _L) det(B0)= det(D1)det(D2) regF=E(U) regE=Q(NF=E(U))= rF�1Yi=1 n��1(i);Qn��1(i);E rE�1Yi=1 1nvi;Q regF=E(U) regE=Q(NF=E(U));und mit nV;QnV;E = nv;Q f�ur jedes V jv k�onnen wir weiter schlie�en:= rEYi=1nrvi�1vi;Q nvrE n��1(rF );En��1(rF );Q regF=E(U) regE=Q(NF=E(U))= rEYi=1nrvi�1vi;Q regF=E(U) regE=Q(NF=E(U)):Bemerkung 2.10. (1) F�ur E = Q und SE = V1E erhalten wir wieder die alteDe�nition des Regulators, d.h., es gilt:reg(U) = regF=Q(U):(2) F�ur SE = V1E giltreg(U) = 2r2(n�1) regF=E(U) regE=Q(NF=E(U))= 2r2(n�1) regF=E(U)(UE : TUENF=E(U)) reg(UE):



2. EINE UNTERE REGULATORABSCH�ATZUNG 15(3) Bei der in [14] gegebenen De�nition entf�allt der Faktor 2r2(n�1). Die dortgegebene De�nition unterscheidet sich von unserer in der Normierung derFunktion LF (2-3); dort wird statt mit nV;E mit nV;Q multipliziert. Fernerwird dort nur der Fall SE = V1E betrachtet.2. Eine untere Regulatorabsch�atzungIn diesem Abschnitt seien A := TUE und SE := V 1E . Wir wollen eine untereAbsch�atzung f�ur regF=E(F) herleiten, die es uns erm�oglicht, mit den in [55] darge-stellten Methoden, ausgehend von einer Untergruppe von endlichem Index, zu dervollen Einheitengruppe "aufzusteigen\. Im Gegensatz zu unteren Schranken wiez.B. in [22, 14] werden wir keine a-priori-Schranken erhalten; daf�ur wird unserei.allg. gr�o�er, d.h. sch�arfer, sein.Lemma 2.11. Die Abbildung:q : UTUEF ! R�0 : � 7! mXi=1 nXj=1 j log(j�(i;j)j)j2ist eine positiv de�nite quadratische Form mit Determinantedq = 2r2(n�1)�Pr1i=1 ti nr1+r2 reg2F=E(F):Beweis. Sei �1; : : : ; �rF�rE ein unabh�angiges Erzeugendensystem f�ur UTUEF . Danngilt f�ur x 2 UTUEF mit x = ��0 QrF�rEi=1 ��ii :q(x) = q(rF�rEYl=1 ��ll )= mXi=1 nXj=1(rF�rEXl=1 �l log j�(i;j)l j)2= rF�rEXk;l=1 �k�l( mXi=1 nXj=1 log j�(i;j)k j log j�(i;j)l j)= (�l)tr1�l�rF�rE (log j�(i;j)k j)tr1�i�m;1�j�n1�k�rF�rE(log j�(i;j)k j)1�i�m;1�j�n1�k�rF�rE(�l)1�l�rF�rE=: (�l)tr1�l�rF�rE B0trB0 (�l)1�l�rF�rE :



16 II. EINHEITENDa q(x) als Summe nicht negativer Zahlen nicht negativ ist, haben wir q als positiv-semide�nit nachgewiesen. Da q(x) = 0 �aquivalent zu x 2 TUF ist, ist der ersteTeil der Aussage gezeigt.Weil de�nitionsgem�a� det(B0trB0) = dqgilt, m�ussen wir nun detB0trB0 berechnen. Um die Lemmata 2.6.(1) und 2.6.(2)anwenden zu k�onnen, ben�otigen wir zun�achst einige Hilfsmatrizen: F�ur 1 � i � r1betrachten wir die folgenden Matrizen:
B0i :=

0BBBBBBBBBBBBBB@
log j�(i;1)1 j ::: log j�(i;1)rF�rE j... ...log j�(i;si+ti)1 j ::: log j�(i;si+ti)rF�rE jlog j�(i;si+2ti)1 j ::: log j�(i;si+2ti)rF�rE jlog j�(i;si+ti+1)1 j ::: log j�(i;si+ti+1)rF�rE j... ...log j�(i;si+2ti�1)1 j ::: log j�(i;si+2ti�1)rF�rE j

1CCCCCCCCCCCCCCA =: 0BBBBBBBBBBB@
Bilog j�(i;si+ti)1 j ::: log j�(i;si+ti)rF�rE jlog j�(i;si+2ti)1 j ::: log j�(i;si+2ti)rF�rE jlog j�(i;si+ti+1)1 j ::: log j�(i;si+ti+1)rF�rE j... ...log j�(i;si+2ti�1)1 j ::: log j�(i;si+2ti�1)rF�rE j

1CCCCCCCCCCCAund
Ci :=

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:
0BB@ siz }| {�1=2 ::: �1=2�1=2 ::: �1=20 ti�1z }| {�1 ::: �1�1 ::: �1Iti�1 1CCA ti > 0� �1 : : : �1| {z }n�1 � ti = 0 :F�ur r1 < i � r1 + r2 de�nieren wir analog:B0i := 0BBB@ log j�(i;1)1 j ::: log j�(i;1)rF�rE j... ...log j�(i;n)1 j ::: log j�(i;n)rF�rE j 1CCCA =: 0@ Bilog j�(i;n)1 j ::: log j�(i;n)rF�rE j 1Aund Ci := � n�1z }| {�1 : : : �1 � :Damit gilt f�ur 1 � i � r1 + r2: B0i = � BiCiBi�



2. EINE UNTERE REGULATORABSCH�ATZUNG 17und
B0 = S 00BBBBBBBBBB@

B01...B0r1+r2B0r1+1...B0r1+r2
1CCCCCCCCCCA = S

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

B1...Br1+r2C1B1...Cr1+r2Br1+r2Br1+1...Br1+r2Cr1+1Br1+1...Cr1+r2Br1+r2

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
;

wobei S 0, S die notwendigen Zeilenvertauschungen darstellen und deswegen unit�arsind. Schlie�lich seien noch
B := 0B@ B1...Br1+r2 1CA und C :=

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@
C1 0 ::: 00 C2 0 ::: 0...0 ::: 0 Cr1+1 0 ::: 0...0 ::: 0 Cr1+r20 ::: 0 In�1 0 ::: 0...0 ::: 0 In�10 ::: 0 Cr1+1 0 ::: 0...0 ::: 0 Cr1+r2

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
:

Damit folgt B0 = S � BCB� :Nach Lemma 2.6.(2) gilt det(B0trB0) = det2(B) det(I + CtrC). O�ensichtlichhaben wir r1Yi=1 2max(0;ti�1) det(B) = regF=E(F)und (mit [23, x5 (67)])det(I + CtrC) = r1Yi=1(Isi+t1�1 + Ctri Ci) r1+r2Yi=r1+1(In�1 + 2Ctri Ci + In�1):



18 II. EINHEITENEs verbleibt also nur noch det(Isi+ti�1 + Ctri Ci) bzw. det(2In�1 + 2Ctri Ci) zubestimmen. F�ur 1 � r1; ti = 0 folgt aus Lemma 2.6.(2):det(Isi+ti�1 + ctri ci) = n�1Xl=1(ci)2l + 1 = n:Mir Lemma 2.6.(1) folgt:det(2I + 2ctri ci) = 2n�1(n�1Xl=1 1 + 1) = 2n�1n:Schlie�lich sei 1 � i � r1 und ti > 0. MitD := diag( siz }| {12 ; : : : ; 12 ; ti�1z }| {1; : : : ; 1)und ~Ci =  �1 : : : �10 Iti�1 !folgt danndet(Isi+ti�1 + Ctri c) = det2(D) det(D�2 + ~Ctri ~Ci)= �14�si 4si2ti�1(2 siXl=1 14 + 2 si+ti�1Xl=si+1 12 + 1)= 2ti(si4 + ti � 12 + 12)= 2ti n4aus ~Ctri ~Ci = diag( siz }| {0; : : : ; 0; ti�1z }| {1; : : : ; 1) + 2si+ti�1:Insgesamt giltdq = r1Yi=1 4�max(0;ti�1) reg2F=E(F) r1Yi=1ti=0n r1Yi=1ti>0 2ti�2 n r1+r2Yi=r1+1 2n�1 n= 2�Pr1i=1 ti nr1 2(n�1)r2 nr2 reg2F=E(F)= 2r2(n�1)�Pr1i=1 ti nr1+r2 reg2F=E(F)und die Behauptung folgt.



2. EINE UNTERE REGULATORABSCH�ATZUNG 19Lemma 2.12. F�ur h1 : R�0 ! R : x 7! cosh(px)� 1;x, y 2 R�0 , � � 1 gelten:(1) h1(x + y) � h1(x) + h1(y),(2) h1(�x) � �h1(x),(3) h1 ist streng monoton wachsend.Beweis. (1): Es gilt cosh(x) = P1k=0 x2k(2k)! und daher:h1(x + y) = 1Xk=1 1(2k)!(x + y)k� 1Xk=1 1(2k)!(xk + yk)= h1(x) + h1(y):(2): Da � � �k gilt, folgt die Behauptung wie in (1).(3): Da sowohl cosh(�) als auch p� streng monoton wachsend sind, folgt die Aus-sage unmittelbar.Lemma 2.13. Seien n0 2 N, n0 � K 2 R undh2 : Rn0 ! R : x = (x1; : : : ; xn0) 7! n0Xi=1 x2igegeben. F�ur das Minimum M von h2 unter den Nebenbedingungen(1) Pn0i=1 e2xi � K,(2) Pn0i=1 e�2xi � Kgilt: M � 14 arcosh2(K � n0 + 1):Beweis. Durch Addition der Bedingungen (1) und (2) erhalten wir (cosh(x) =12(ex + e�x)):(3) Pn0i=1 cosh(2xi) � K.



20 II. EINHEITENNach Lemma 2.12.(3) reicht es, das Minimum von cosh(p4h2) abzusch�atzen. MitLemma 2.12.(1) gilt:coshq4h2(x)� 1 = cosh(vuut n0Xi=1(2xi)2)� 1� n0Xi=1(cosh(j2xij)� 1)= n0Xi=1(cosh(2xi)� 1) � K � n0;woraus die Behauptung dann unmittelbar folgt.Lemma 2.14. Sei U � UF eine Untergruppe von endlichem Index mit UE < U .Dann gilt: (UE : TUENF=E(UF))j(UE : TUENF=E(U))jnr1+r2:Beweis. Unmittelbare Folge aus NF=E(UE) = UnE und dem Satz von Lagrange [40,Satz 1.7.7.].Analog [55, Kapitel 2] erhalten wir nun aus Lemma 2.11 und Lemma 2.13 eineuntere Schranke f�ur regF=E(F): Seien r := Pr1i=1(si+ ti)+ r2n� 1, M1; : : : ;Mr diesukzessiven Minima von q und 
rr die r-te Hermitesche Konstante. Dann gilt:vuut2Pr1i=1 ti�r2(n�1)Qri=1Minr1+r2
rr � regF=E(F):(2-8)Nun k�onnen wir mit Hilfe einer modi�zierten Version von [55, Algorithmus 2.7]eine untere Regulatorschranke bestimmen. Dort werden | mittels des Ausz�ahl-Algorithmus 3.6 | die sukzessiven Minima teilweise bestimmt und gleichzeitig eineuntere Schranke f�ur die fehlenden Minima ermittelt. Alternativ hierzu k�onnen wirauch den unge�anderten Algorithmus verwenden, um eine Schranke f�ur regF(F)zu erhalten. Nachdem wir die n-maximale Obergruppe (d.h. p-maximal f�ur jedesp 2 PQ mit pjn) von UE in UF bestimmt haben, k�onnen wir mit Hilfe von Satz 2.9eine untere Schranke erhalten.In der Praxis sollten beide Schranken parallel berechnet werden, was einfach zuimplementieren ist, da die Hauptarbeit im Ausz�ahlen und Testen einer gro�enMenge von algebraischen Zahlen liegt.



3. KONSTRUKTION VON EINHEITEN 21Bemerkung 2.15. In [45] wird das Minimum von Rn0 3 x 7! Pn0i=1 x2i zus�atzlichzu den in Lemma 2.13 gegebenen Nebenbedingungen noch untern0Xi=1 xi = 0abgesch�atzt. Die dort angegebene untere Schranke erfordert i.allg. noch das L�osenmehrerer algebraischer Gleichungssysteme. F�ur den Fall n0 = 5 ist die Schrankeexplizit, es gilt h2 � 12 arcosh2(K � 5 + 22 ):Wegen arcosh0(x)! 0 f�ur x!1 giltarcosh2(K�n+22 )arcosh2(K � n + 1) ! 1;d.h., unsere Regulatorschranke ist f�ur gro�e K etwa halb so gro� wie die in [45].Im Gegensatz zu der in [45] ist unsere Schranke jedoch explizit gegeben.3. Konstruktion von EinheitenHier wollen wir kurz darauf eingehen, wie die in den letzten Abschnitten vorge-stellten Ergebnisse f�ur praktische Berechnungen genutzt werden k�onnen. Zun�achstben�otigen wir jedoch noch einLemma 2.16. (1) F�ur jedes x 2 oF gilt: NF=E (x)x 2 oF .(2) Seien c > 0 undMc := fx 2 oF j 8v 2 V1E : v(NF=E(x)) � cg:Dann enth�alt Mc nur endlich viele bez�uglich U1F nicht assoziierte Elemente.Beweis. (1): Konsequenz aus (1-1).(2): Analog [46, 5 (2.3)]: Setze~Mc := fx 2 oE j 8v 2 V1E : v(x) � cg:Dann ist o�ensichtlich # ~Mc < 1, und es reicht zu zeigen, da� f�ur jedes � 2 ~Mcdie Menge N� := fx 2 oF j 8v 2 V1E : NF=E(x) = �g nur endlich viele nichtassoziierte Elemente enth�alt. Wir �xieren ein � 2 ~Mc und setze T := oF=(�). Wirzeigen nun, da� �=� 2 U1F aus � � � mod � folgt. Seien dazu � � � mod �beliebig aus N� gegeben und 
 2 oF mit �� � = 
�. Dann gilt: �� = 1+ 
 �� 2 oF



22 II. EINHEITENnach (1). Analog folgt �� 2 oF . Wegen NF=E(�) = NF=E(�) folgt dann �� 2 U1F ,mit #T = NF=Q(�) = NE=Q(�)n <1 was die Behauptung impliziert.Mit Hilfe dieses Lemmas ist es m�oglich, die in [55, Kapitel 3] vorgestellten Metho-den | unter Zuhilfenahme der im n�achsten Kapitel vorgestellten Ideen | auchin Relativerweiterungen zu benutzen. Jedoch sind diese "relativen Methoden\ vielaufwendiger als die entsprechenden "absoluten\. Daher lohnen sie sich nur, wenndie relative Struktur eine wesentliche Rolle spielt. Es scheint sinnvoll zu sein, zu-erst ein maximales unabh�angiges Einheitensystem (d.h. U � UF mit endlichemIndex) in dem entsprechenden absoluten Zahlk�orper auszurechnen.Sei nun U � UF mit endlichem Index gegeben, ferner sei rE � 1 der Einheiten-rang von E und rF � 1 der von F . Wir �xieren in UE=TUE ein unabh�angigesErzeugendensystem �1; : : : ; �rE�1 und de�nieren einen Z-Modulisomorphismus�E : UE=TUE ! ZrE�1 : � = rE�1Yi=1 �nii 7! (ni)rE�1i=1 :Analog de�nieren wir �F : U=TUF ! ZrF�1 f�ur ein beliebiges festes System von un-abh�angigen Erzeugern von U=TUF . Ferner seiN 2 ZrE�1�rF�1 �= Hom(ZrF�1;ZrE�1)so gew�ahlt, da� das folgende Diagramm kommutativ ist:U=TUF NF=E���! UE=TUE�F???y ???y�EZrF�1 N���! ZrE�1 :Wenn wir nun die spaltenreduzierte Hermite-Normalform HNF(N ) ausrechnen,erhalten wir eine Basis von ZrF�1 und ein System von Einheiten wie in Satz 2.5.Die Matrix N kann dadurch erhalten werden, da� wir die Normen der Erzeugervon U als Potenzprodukt der �i (1 � i � rE � 1) darstellen. Diese Methode l�a�tsich nat�urlich auch anwenden, wenn SE � V 1E gilt.Als letzter Schritt in der Berechnung der Einheitengruppe bleibt noch der Aufstiegzu den Fundamentaleinheiten bzw. der Nachweis, da� (UF : U) = 1 gilt. O.B.d.A.nehmen wir von nun UE � U an (ggf. m�ussen wir U entsprechend erweitern).Mit [55, Algorithmus 4.10] vergr�o�ern wir nun U so, da� U p-maximal f�ur pjnwird. Mit obigem Algorithmus berechnen wir UTUEF \U . Wie im letzten Abschnitterkl�art, k�onnen wir nun UTUEF bestimmen. Ein Vorteil dieser Methode ist, da� beiden erforderlichen Wurzeltests [55, Algorithmus 4.20] nicht alle Erzeuger von Uber�ucksichtigt werden m�ussen, sondern "nur\ die von UTUEF \ U .



3. KONSTRUKTION VON EINHEITEN 23Wenn wir statt UTUEF , UTUEF \o f�ur eine beliebige Ordnung o � oF bestimmen wollenoder an einem Vertretersystem f�ur UTUEF =UTUEF \ o interessiert sind, so k�onnen wirbeides mit [55, Algorithmus 4.22] erhalten.



24 II. EINHEITEN



KAPITEL IIIGitter �uber Zahlk�orpernF�ur das L�osen von Normgleichungen (wie auch f�ur die algorithmische Behandlungzahlreicher anderer zahlentheoretischer Probleme) sind Z-Gitter, d.h. diskreteadditive Untergruppen des Rn , von gro�er Bedeutung. Verm�oge der Minkowski-abbildung [46, 6 (2.6)]
' : E ! Rm : x 7!

0BBBBBBBBBBBBBBBBBB@
x(1)...x(r1)p2Re(x(r1+1))...p2Re(x(r1+r2))p2 Im(x(r1+1))...p2 Im(x(r1+r2))

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCAwird der Z-Modul oE isomorph zu einem Gitter im Rm vom Rang m.Auf E betrachten wir die vonT2 : E ! R�0 : x 7! mXi=1 jx(i)j2induzierte Metrik und auf � := '(oE) die von dem Skalarprodukt des Rm induzierteeuklidische. Verm�oge dieser Abbildung ' kann die von Minkowski begr�undete"Geometrie der Zahlen\ [41] auf Zahlk�orper angewendet werden.Speziell f�ur das L�osen von Normgleichungen ist es wichtig, da� es sehr e�zienteMethoden gibt, um alle x 2 � mit xtrx � c (0 < c 2 R) zu bestimmen [20, (2.15)Algorithmus]. 25



26 III. GITTERIm folgenden werden wir nun die Gitterde�nition so verallgemeinern, da� auchRelativordnungen kanonisch mit Gittern identi�ziert werden k�onnen. Obwohl esverschiedene theoretische Ans�atze in der Literatur gibt, Gitter �uber anderen Struk-turen als Z zu betrachten [8, 11, 17, 29, 39, 47, 54] und geometrische Methodenauf Relativerweiterungen zu �ubertragen [6], gibt es bisher kaum algorithmischeBetrachtungen. Jurk [31] hat in seiner Dissertation eine erste Variante f�ur einenAusz�ahlalgorithmus f�ur Gitter �uber Zahlk�orpern gegeben.F�ur diese neuen Gitter werden wir dann geeignete Ausz�ahl- und Reduktionsalgo-rithmen entwickeln. Teile dieses Kapitels sind bereits in den ANTS-II Proceedings[19] erschienen. 1. Gitter �uber ZWir geben hier einen kurzen �Uberblick �uber sp�ater verwendete Eigenschaften undAlgorithmen f�ur Gitter �uber Z.Definition 3.1. Ein Z-Gitter � ist eine diskrete additive Untergruppe des Rn0 .Im weiteren werden wir noch zus�atzlich [�]R = Rn0 fordern, d.h., Z-Gitter sollenvollen Rang haben. Dann gilt der folgendeSatz 3.2. Sei � ein Z-Gitter. Dann gibt es �i 2 � (1 � i � n0) so, da� � =Pn0i=1 Z�i gilt. Die Elemente �1; : : : ; �n0 bilden eine Gitterbasis f�ur �.Sei nun B ein Skalarprodukt auf dem Rn0 , Q(x) := B(x; x) die zugeh�orige qua-dratische Form. Wenn wir nun eine Gitterbasis �1; : : : ; �n0 �xieren, gibt es einepositiv de�nite Matrix G 2 Rn0�n0 mit B(x; y) = (x1; : : : ; xn0)trG(y1; : : : ; yn0)(x = Pn0i=1 xi�i, y = Pn0i=1 yi�i), G hei�t die Gram-Matrix zu der Gitterbasis �i(1 � i � n0). dZ(�) := qdet(G) ist die Gitterdiskriminante von �, sie h�angt nichtvon der Wahl der speziellen Basis ab.Seien �1; : : : ; �n0 2 � linear unabh�angig, dann giltn0Yi=1Q(�i) � d2Z(�):Definition 3.3. Die ZahlenMi := inff� 2 R>0 j 9x1; : : : ; xi 2 � Z-lin. unabh. mit Q(xj) � � (1 � j � i)g(1 � i � n0) hei�en die sukzessiven Minima von �.F�ur die Minima von � gilt der folgende



1. GITTER �UBER Z 27Satz 3.4. Seien Mi (1 � i � n0) die sukzessiven Minima von �. Dann giltn0Yi=1Mi � 
n0n0d2Z(�):Wenn wir Berechnungen in einem Gitter anstellen, sind wir normalerweise daraninteressiert, eine Gitterbasis aus m�oglichst kurzen Vektoren (bzgl. Q) zu erhalten.I.allg. ist es nicht m�oglich, eine Basis aus Vektoren �i mit Q(�i) = Mi (1 � i �n0) zu erhalten [46, 3 (3.21)], und es ist sehr aufwendig, eine minimale Basis zukonstruieren. Es gibt jedoch einen in der Praxis sehr schnellen Algorithmus [36,Seite 521] der eine Basis aus "kurzen\ Vektoren errechnet, wobei "kurz\ hei�t:Q(�i) � 2n0Mi (1 � i � n0). Meist ist die so erhaltene Basis jedoch viel besser alsdiese Absch�atzung vermuten l�a�t, oft gilt sogar Q(�i) =Mi f�ur i = 1; 2.Algorithmus 3.5 (LLL-Algorithmus).(Input): Ein Gitter � = Pn0i=1 Z�i.(Output): Eine LLL-reduzierte Basis �i (1 � i � n0)(Initialisierung): Setze �i  �i (1 � i � n0) und berechne f�ur (1 � i � n0)verm�oge�i;j  B(�i; ��j ) (1 � j < i)��i  �i � i�1Xj=1 �i;jBj ��j , Bi  B(��i ; ��i )die zugeh�orige Orthogonalbasis.Setze k  2.(Reduktion): F�ur 1 � i � k setze x b�k;ie, �k  �k�x�i und �andere die �k;j(1 � j � i) entsprechend.(LLL-Bedingung): Falls Bk + �2k;k�1Bk�1 � 34Bk�1ist:



28 III. GITTER(Tausch): Vertausche �k und �k�1 und �andere die �j;l (j 2 fk�1; kg; 1 � l < j)und Bj (j 2 fk � 1; kg) entsprechend.Setze k  maxfk � 1; 2g und gehe nach (Reduktion).sonst: Setze k  k + 1. Falls k � n0 ist, gehe nach (Reduktion), andernfallsterminiere.Am Ende dieses Algorithmus gilt:�2i;j � 14 f�ur 1 � j < i � n0(3-1)und Q(��i ) + �i;i�1Q(��i�1) � 34Q(��i�1)(3-2)(2 � i � n0).Die Menge E := fx 2 Rn0 j Q(x) � cg f�ur ein c > 0 ist ein Ellipsoid mitdem Volumen volE = Cn0cn0dZ(�), wobei Cn0 das Volumen der n0-dimensionalenEinheitskugel ist. Die Menge der Gitterpunkte von E, d.h. E \ �, kann mit demAusz�ahlalgorithmus von Fincke und Pohst [20, 21] e�ektiv bestimmt werden.Algorithmus 3.6 (Ausz�ahlen).(Input): Ein Gitter � = Pn0i=1 Z�i, eine Grammatrix G und ein c 2 R>0 .(Output): Alle x 2 � mit Q(x) � c.(Reduktion): Berechne eine reduzierte Basis ~�i (1 � i � n0) f�ur �, transformiereG entsprechend.(Initialisierung): Berechne qi;j 2 R mitQ(x) = Q(x1; : : : xn0) = n0Xi=1 qi;i(xi + n0Xj=i+1 qi;jxj)2mittels einer modi�zierten Cholesky-Zerlegung von G [20, (2.5) Algorithmus].Setze i n0, Ti  c und Mi = 0.(Schleife): F�ur alle xi 2 Z mit jxi�Mij � q Tiqi;i f�uhre den folgenden Schritt aus:



2. GITTER �UBER oE 29Falls i = 1 ist, gebe x = Pn0j=1 xj ~�j aus, andernfalls setze i  i � 1, Mi  Pn0j=i qi;jxj, Ti  Ti+1 � qi+1;i+1jxi+1 +Mi+1j2 und gehe zu (Schleife).Falls i < n0 ist, setze i i+1 und gehe nach (Schleife), andernfalls terminiere.Fincke hat in [20, 2.15, 5.3] verschiedene Verfahren und Reduktionskriterien f�urden Schritt (Reduktion) implementiert und verglichen. Als optimal (im Sinnevon kurzer Laufzeit) hat sich der LLL-Algorithmus 3.5, angewendet auf die dualeBasis, herausgestellt.F�ur weitere Anwendungen notieren wir noch die folgende De�nition: Ein SimplexS � Rn0 ist eine Menge, die durch endlich viele lineare Ungleichungen de�niertwird, d.h. sei A 2 Rn0�k eine Matrix, und b 2 Rk ein Vektor, dann istS := fx 2 Rn0 j 81 � j � k : n0Xi=1 ai;jxi � bjgein Simplex. Sp�ater werden nur beschr�ankte Simplizes interessieren.2. Gitter �uber oEWenn wir statt Z als Koe�zientenbereich eine Ordnung o � E zulassen wollen,entsteht das Problem, da� o = o(1) aufgefa�t als Teilmenge von E (1) � C nichtmehr diskret ist.Im folgenden werden wir uns o und E daher immer als Teilmenge von E 
Q R �=Rr1 � C r2 =: K vorstellen. O.B.d.A. sei (x 
 1)i = x(i) f�ur (1 � i � r1 + r2).Auf K werden alle Operationen (+, �, �, =, ( � )) komponentenweise durchgef�uhrt.Ferner de�nieren wir die beiden folgenden Funktionen:� : K ! R : x = (x1; : : : ; xr1+r2) 7! r1Xi=1 xi + 2 r2Xi=1Re(xr1+i)und � : K ! R : x 7! r1Yi=1 jxij r1+r2Yi=r1+1 jxij2:Damit ist '(o) = � isometrisch zu o
1 mit der von x 7! �(x
 1�x
1) induziertenMetrik.Wir schreiben K 3 x > 0, falls xi > 0 (1 � i � r1 + r2) gilt.



30 III. GITTERF�ur � und � besteht die Ungleichung zwischen geometrischem und arithmetischemMittel: Sei 0 < x 2 K, dann gilt:mq�(x) � �(x)m :(3-3)Definition 3.7. Sei G = (gk;l)1�k�n01�l�m0 2 Kn0�m0 eine Matrix. Wir de�nierenG� := (g�k;l)1�k�n01�l�m0 := 8>><>>:((gl;k)i)1�l�m01�k�n0 1 � i � r1((gl;k)i)1�l�m01�k�n0 r1 + 1 � i � r1 + r2 :G hei�t symmetrisch, wenn G = G� gilt. Die Matrix G 2 Kn0�n0 hei�t positivde�nit, wenn f�ur jedes x 2 Kn0 n f0gx�Gx > 0gilt.F�ur Matrizen G 2 Kn0�n0 gilt eine Verallgemeinerung des Minkowski'schen Line-arformensatzes [29]:Satz 3.8. Sei G 2 Kn0�n0. Dann gibt es ein 0 6= x 2 on0E so, da�jG(x
 1)j � n0mq� � det(G) 2mqjdE jgilt.Jede symmetrische, positiv de�nite Matrix G 2 Kn0�n0 de�niert eine anti-hermi-te'sche und eine quadratische Form auf Kn0 mittels:B := BG : Kn0 �Kn0 ! K : (x; y) 7! x�Gyund Q := QG : Kn0 ! Rr1+r2�0 � K : x 7! B(x; x):F�ur x; y 2 En0 setzen wir zur Abk�urzung B(x; y) := B(x 
 1; y 
 1) und Q(x) :=Q(x
 1).Nun sind wir in der Lage, Gitter �uber E zu de�nieren:Definition 3.9. Sei o � E eine Ordnung. Ein o-Modul � � En0 mit [�]E = En0zusammen mit einer symmetrischen, positiv de�niten Matrix G 2 Kn0�n0 hei�tGitter vom Rang n0 �uber o (kurz: Gitter), wenn � in der von � �QG induziertenMetrik diskret ist.



2. GITTER �UBER oE 31Beispiel 3.10. (1) Das wichtigste Beispiel f�ur Gitter ist oF zusammen mit der(gewichteten) relativen TF=E2 -NormTF=E2 : F ! Rr1+r2�0 : x 7! ( nXj=1wi;jjx(i;j)j2)1�i�r1+r2(mit wi;j > 0). In [31, Abschnitt 3.1] hat Jurk nachgewiesen, da� TF=E2eine positiv de�nite quadratische Form ist, mit der oF zu einem oE-Gitterwird.(2) Jedes Ideal b � F bildet zusammen mit TF=E2 ein oE-Gitter.Wie im Fall von Z-Gittern liefert die Parallelogrammgleichung die �Aquivalenzvon positiv de�niten quadratischen Formen und positiv de�niten symmetrischenBilinearformen.F�ur Gitter �uber der Maximalordnung oE gibt es die folgende Darstellung:Satz 3.11. Sei � ein Gitter vom Rang n0 �uber oE mit quadratischer Form Q.Dann existieren (gebrochene) Ideale a1; : : : ; an0 von oE , �1; : : : ; �n0 2 En0 sowieG 2 Kn0�n0 so, da� � = n0Xi=1 ai�i und Q = QGgelten.Beweis. [43, 81:3] oder [47, Theorem 1].Analog zu [13] nennen wir (ai; �i)i�i�n0 eine Pseudobasis f�ur �.Bemerkung 3.12. (1) Jedes Gitter �uber o ist in kanonischer Weise ein Gitter�uber Z vom Rang mn0 mit � �QG als quadratischer Form.(2) Unsere De�nition f�ur Gitter ist identisch mit der in [54] gegebenen. Sieunterscheidet sich jedoch von der in [47], da unsere Gitter nicht notwendigfrei sind, wie wir sp�ater sehen werden.(3) In [47] zeigen Rogers und Swinnerton-Dyer sogar eine st�arkere Aussage alsdie in Satz 3.11 angegebene. Sie zeigen, da� jedes Gitter eine "fast freie\Darstellung hat, d.h., es ist m�oglich a1 = : : : = an0�1 = oE zu w�ahlen. Wirwerden sp�ater nochmals hierauf eingehen.(4) I.allg. k�onnen wir entweder die Ideale als ganze Ideale w�ahlen oder fordern,da� �i 2 � (1 � i � n0) gilt.(5) F�ur jede Pseudobasis (ai; �i)1�i�n0 bildet die Menge f�i j 1 � i � n0g eineBasis des En0.



32 III. GITTER(6) Es gibt e�ziente Algorithmen, die aus einem oE-Erzeugendensystem einePseudobasis ausrechnen [7, 13, 28].Im folgenden werden wir uns ausschlie�lich mit Gittern �uber der Maximalordnungbesch�aftigen. Die meisten Ergebnisse gelten jedoch f�ur jedes Gitter (jeden o-Modul), mit einer Pseudobasis.�Uber das Transformationsverhalten der Pseudobasen gibt der folgende Satz ([43,81:7,81:8]) Auskunft:Satz 3.13. Seien (ai; �i)1�i�n0 und (bi; �i)1�i�n0 Pseudobasen f�ur die Gitter � und�0. F�ur die Transformationsmatrix T = (tl;k)1�l�n01�k�n0 2 GL(n0; E) mit �iT = �i(1 � i � n0) gilt: tl;k 2 alb�1k () �0 � �:F�ur �0 � � gilt zus�atzlich:n0Yi=1 ai = det(T ) n0Yi=1 bi () �0 = �:Definition 3.14. Seien � ein Gitter und (ai; �i)1�i�n0 eine Pseudobasis. Die nachSatz 3.13 eindeutig bestimmte Idealklasse Qn0i=1 ai hei�t die Steinitzklasse St(�) von�.Im folgenden werden wir einige Eigenschaften der Pseudobasen au
isten, die wirsp�ater ben�otigen werden:Lemma 3.15. Sei � ein Gitter. Dann gelten:(1) Sei (ai; �i)1�i�n0 eine Pseudobasis f�ur � sowie x = Pn0i=1 �i�i ein beliebigerVektor des En0. Setze ax;� := f� 2 E j �x 2 �g:Dann ist ax;� ein Ideal, und es gilt:ax;� = \1�i�n0�i 6=0 ai�i :ax;� hei�t das Koe�zientenideal zu x in �.(2) Sei �1; : : : ; �n0 eine Basis des En0. Dann gibt es eine hierzu adaptiertePseudobasis (ai; �i)1�i�n0, d.h. �i 2 [�1; : : : ; �i]E .Beweis. [43, 81:4,81:3]



2. GITTER �UBER oE 33Die in einer Pseudobasis auftretenden Ideale sind in (fast) keiner Weise eindeutig,wie der n�achste Satz zeigt:Lemma 3.16. (1) Seien a; b; c Ideale von oE . Dann gibt es �; � 2 E so, da�c = �a+ �b gilt.(2) Sei � = b1�1 + b2�2 � En mit Idealen a, b � E und �1, �2 2 En0. Fernerseien Ideale a1 und a2 � E mit cl(a1a2) = cl(b1b2) gegeben. Dann gibt es �1und �2 2 En so, da� � = a1�1 + a2�2 gilt.Beweis. (1): Konsequenz aus dem schwachem Approximationssatz [43, 22:5].(2): Zun�achst k�onnen wir o.B.d.A. annehmen, da� cl(b1) 6= cl(a1) 6= cl(b2) gilt,da andernfalls die Aussage trivial ist. Nach (1) gibt es �1; �2 2 E mit a�11 =�1b�11 +�2b�12 . Setze �1 := �1�1+�2�2. F�ur das zugeh�orige Koe�zientenideal giltdann nach Lemma 3.15.(1):a�1;� = b1�1 \ b2�2 = (�1b�11 + �2b�12 )�1 = (a�11 )�1:Nun erg�anzen wir f�1g mit einem beliebigen E-linear unabh�angigen �02 2 Enzu einer Basis von E�1 + E�2. Nach Lemma 3.15.(2) gibt es eine Pseudobasis((a01; �01); (a02; �002)). Wegen �01 = ��1 und der Eindeutigkeit der Darstellung gilta01 = a1=�, womit cl(a1a02) = cl(a01a02) = cl(b1b2) = cl(a1a2)und schlie�lich a02 = �0a2 folgen. Somit gilt � = a1�1 + a2�2 mit �2 := �002=�0.Satz 3.17. Seien � ein Gitter �uber oE und a1; : : : ; an0 Ideale von oE mitcl( n0Yi=1 ai) = St(�):Dann gibt es eine Basis �1; : : : ; �n0 von En0 so, da� (ai; �i)1�i�n0 eine Pseudobasisvon � ist.Beweis. Der Beweis verl�auft analog [43, 81 C]:Sei (bi; �i)1�i�n0 eine Pseudobasis. In einem ersten Schritt �andern wir die Idealesukzessive zu einer fast freien Darstellung; in einem zweiten Schritt erhalten wir



34 III. GITTERdann die gew�unschte Darstellung:� = b1�1 + � � �+ bn0�n03:16:(2)= oE� 01 + b1b2� 02 + n0Xi=2 bi�i= : : := n0�1Xi=1 oE� 00i + n0Yi=1 bi� 00n03:16:(2)= n0�2Xi=1 oE� 00i + n0Yi=1 bia�1n0 � 000n0�1 + an0� 000n0= n0Yi=1 bi n0�1Yi=1 a�1i � 0001 + n0Xi=2 ai� 000i :Da cl(Qn0i=1 bi) = cl(Qn0i=1 ai) gilt, gibt es ein � 2 E mit:� = �a1� 0001 + n0Xi=2 ai� 000i :Da mit Hilfe von [13, Proposition 1.1.] Lemma 3.16.(1) konstruktiv bewiesenwerden kann, haben wir einen Algorithmus, der eine beliebige Pseudobasis in einePseudobasis mit von uns vorgegebenen Idealen �uberf�uhrt. In der Praxis hat diefast freie Darstellung jedoch keine Vorteile gegen�uber einer beliebigen Pseudobasis,da die Erzeuger i.allg. wesentlich schlechter konditioniert sind.Der Satz zeigt au�er der Existenz einer fast freien Darstellung auch noch, da� einGitter genau dann frei (�uber oE) ist, wenn St(�) trivial ist.Definition 3.18. Sei � ein Gitter mit zugeh�origer Matrix G 2 Kn0�n0 . Die Zahld(�) := q� � det(G) n0Yi=1NE=Q(ai)jdEjn0=2hei�t (Gitter-)Diskriminante von �.Lemma 3.19. Wenn wir � wie in Bemerkung 3.12.(1) als Gitter �uber Z au�assen,gilt dZ(�) = d(�).



2. GITTER �UBER oE 35Beweis. Mit Hilfe der Parallelogrammgleichung folgt zun�achst BZ = � � B. Sei� = Pn0i=1 ai�i, E � ai = Pmj=1 aijZ und aij = Pmk=1 aij;k!k mit einer Z-Basis!1; : : : ; !m f�ur oE und aij;k 2 Q (1 � i � n0, 1 � j; k � m). Eine Z-Basis f�ur �erhalten wir daher mit faij�i j 1 � i � n0; 1 � j � mg:Bei geeigneter Anordnung der Basiselemente hat die (Z-)Grammatrix daher diefolgende Gestalt:
GZ = 0BBBBBBB@ ��B(a11�1;a11�1) ::: ��B(a1m�1;a11�1) ��B(a21�2;a11�1) ::: ��B(an0m�n0 ;a11�1)... ... ... ...��B(a11�1;a1m�1) ::: ��B(a1m�1;a1m�1) ��B(a21�2;a1m�1) ::: ��B(an0m�n0 ;a1m�1)��B(a11�1;a21�2) ::: ��B(a1m�1;a21�2) ��B(a21�2;a21�2) ::: ��B(an0m�n0 ;a21�2)... ... ... ...��B(a11�1;an0m�n0 ) ::: ��B(a1m�1;an0m�n0 ) ��B(a21�2;an0m�n0 ) ::: ��B(an0m�n0 ;an0m�n0 )

1CCCCCCCA
= 0BBBBBBBB@ �(a11a11G1;1) ::: �(a1ma11G1;1) �(a21a11G2;1) ::: �(an0ma11Gn0;1)... ... ... ...�(a11a1mG1;1) ::: �(a1ma1mG1;1) �(a21a1mG2;1) ::: �(an0ma1mGn0;1)�(a11a21G1;2) ::: �(a1ma21G1;2) �(a21a21G2;2) ::: �(an0ma21Gn0;2)... ... ... ...�(a11an0mG1;n0 ) ::: �(a1man0mG1;n0 ) �(a21an0mG2;n0 ) ::: �(an0man0mGn0;n0 )

1CCCCCCCCA:
Sei nun A1 2 Kn0�n0 beliebig mit G = A�1A1. Dann gilt:

A2 :=
0BBBBBBBBBBBBBBBBB@

(a11(A1)1;1)1 ::: (a1m(A1)1;1)1 (a21(A1)1;2)1 ::: (an0m (A1)1;n0 )1... ... ... ...(a11(A1)1;1)r1+r2 ::: (a1m(A1)1;1)r1+r2 (a21(A1)1;2)r1+r2 ::: (an0m (A1)1;n0 )r1+r2(a11(A1)2;1)r1+r2 ::: (a1m(A1)2;1)r1+r2 (a21(A1)2;2)r1+r2 ::: (an0m (A1)2;n0 )r1+r2... ... ... ...(a11(A1)n0 ;1)r1+r2 ::: (a1m(A1)n0;1)r1+r2 (a21(A1)n0;2)r1+r2 ::: (an0m (A1)n0;n)r1+r2(a11(A1)1;1)r1+1 ::: (a1m(A1)1;1)r1+1 (a21(A1)1;2)r1+1 ::: (an0m (A1)1;n0 )r1+1... ... ... ...(a11(A1)n0 ;1)r1+r2 ::: (a1m(A1)n0;1)r1+r2 (a21(A1)n0;2)r1+r2 ::: (an0m (A1)n0;n)r1+r2
1CCCCCCCCCCCCCCCCCA



36 III. GITTER
=

0BBBBBBBBBBBBBBB@
(!1(A1)1;1)1 ::: (!m(A1)1;1)1 (!1(A1)1;2)1 ::: (!m(A1)1;n0 )1... ... ... ...(!1(A1)1;1)r1+r2 ::: (!m(A1)1;1)r1+r2 (!1(A1)1;2)r1+r2 ::: (!m(A1)1;n0 )r1+r2(!1(A1)2;1)r1+r2 ::: (!m(A1)2;1)r1+r2 (!1(A1)2;2)r1+r2 ::: (!m(A1)2;n0 )r1+r2... ... ... ...(!1(A1)n0;1)r1+r2 ::: (!m(A1)n0;1)r1+r2 (!1(A1)n0;2)r1+r2 ::: (!m(A1)n0;n)r1+r2(!1(A1)1;1)r1+1 ::: (!m(A1)1;1)r1+1 (!1(A1)1;2)r1+1 ::: (!m(A1)1;n0 )r1+1... ... ... ...(!1(A1)n0;1)r1+r2 ::: (!m(A1)n0;1)r1+r2 (!1(A1)n0;2)r1+r2 ::: (!m(A1)n0 ;n0)r1+r2

1CCCCCCCCCCCCCCCA0BBBBBBBBBB@
a11;1 ::: a1m;1... ...a11;m ::: a1m;m ... an01;1 ::: an0m;1... ...an01;m ::: an0m;m

1CCCCCCCCCCA=: A3A4Analog [29, Seite 277] folgt nun: det(A3) = � � det(A1)jdE jn0. O�enbar giltdet(A4) = Qn0i=1NE=Q(ai). Aus dZ(�) = qdet(GZ) und GZ = A�2A2 folgt nundie Behauptung.Definition 3.20. Seien � ein Gitter und G 2 Kn0�n0 die zugeh�orige Matrix. DieZahlen�i := minf� 2 R>0 j 9x1; : : : ; xi 2 � E-lin. unabh�angig : � �QG(xi) � �g(1 � i � n0) hei�en die sukzessiven Minima von �.Es gilt der folgende Satz (vgl. [46, 3 (3.34),(3.37)], [39, Theorem 5, 6]):Satz 3.21. Sei � ein Gitter, G 2 Kn�n die zugeh�orige Matrix und �1 � : : : � �n0die sukzessiven Minima. Dann gilt:mm� � det(G) n0Yi=1NE=Q(ai) � ( n0Yi=1�i)m � 2mn0 d�dn0E :Beweis. Seien x1; : : : ; xn0 2 � unabh�angig mit � � Q(xi) = �i. F�ur das hiervonaufgespannte freie Teilgitter �0 = Pn0i=1 oExi von � gilt d0� � d�. Mit Hilfe der



3. AUSZ�AHLEN 37Hadamard'schen Ungleichung detGi � Qn0j=1Q(xj)i folgt dann:� � det(G0) � � n0Yj=1Q0(xj)i � ( 1m n0Yj=1 � �Q0(xj))mund damit die behauptete untere Schranke.Die obere Schranke folgt aus [39, Seite 19].3. Ausz�ahlalgorithmen f�ur oE-GitterF�ur Z-Gitter sind zwei der wichtigsten Algorithmen die Bestimmung aller Punktein einer Ellipse (Algorithmus 3.6) und LLL-Reduktion (Algorithmus 3.5) der Git-terbasis. Diese werden in diesem und dem n�achsten Abschnitt auf Gitter �uberZahlk�orpern verallgemeinert.Zun�achst werden wir uns mit dem "Ausz�ahlen\ besch�aftigen. Gegeben ist dasfolgende Problem: Sei � ein Gitter �uber oE , Q = QG die zugeh�orige quadratischeForm. F�ur ein beliebiges c 2 Rr1+r2>0 bestimme alle x 2 � mit Q(x) � c. ImFalle von Gittern �uber Z wird dies i.allg. mit dem von Fincke [20] entwickeltenAusz�ahlalgorithmus 3.6 gel�ost; f�ur freie Gitter �uber Zahlk�orpern hat Jurk [31]diesen Algorithmus �ubertragen. Um ihn angeben zu k�onnen, ben�otigen wir einvorbereitendes Lemma:Lemma 3.22. Sei A 2 Rn0�n0 (A 2 C n0�n0) eine symmetrische (hermitesche) po-sitiv de�nite Matrix. Dann existieren 0 < qi;i 2 R (1 � i � n0) sowie qi;j 2 R(qi;j 2 C ) (1 � i < j � n0) so, da� f�ur jedes x 2 Rn0 (x 2 C n0 )x�Ax = n0Xi=1 qi;ijxi + n0Xj=i+1 qi;jxjj2gilt.Beweis. F�ur den reellen Fall siehe [20, (2.5) Algorithmus], f�ur den komplexen:[31, Satz 3.6].Der Beweis liefert in beiden F�allen einen elementaren Algorithmus, der die "qua-dratische Erg�anzung\ durchf�uhrt. Wir erhalten so auch leicht eine Zerlegung vonA = R�R als Produkt zweier Dreiecksmatrizen, die Cholesky-Zerlegung.Nun k�onnen wir den Ausz�ahlalgorithmus formulieren:Algorithmus 3.23 (Ausz�ahlen).



38 III. GITTER(Input): Ein mittels einer Pseudobasis (ai; �i)1�i�n0 gegebenes Gitter mit quadra-tischer Form Q = QG sowie ein c 2 Rr1+r2>0 .(Output): Alle x 2 � mit Q(x) � c.(Quadratische Erg�anzung): Berechne qi;i 2 Rr1+r2>0 (1 � i � n0) und qi;j 2 K(1 � i < j � n0) gem�a� Lemma 3.22.(Initialisierung): Setze i n0, Ti  c und Mi  0 2 K.(Ausz�ahlen eines Koe�zienten): SetzeKi  fx 2 ai j j(x
 1)�Mij � s Tiqi;ig:(Schleife): Falls Ki 6= ;, gehe zu (N�achstes Element), andernfalls setze i i+1.Falls i = n0 ist, beende den Algorithmus, andernfalls setze i i+1 und gehe zu(Schleife).(N�achstes Element): W�ahle ein beliebiges xi 2 Ki und entferne es aus Ki.Falls i = 1 ist, gebe (x1; : : : ; xn0) aus und gehe zu (Schleife), andernfalls setzei i� 1, Mi  Pn0l=i+1 qi;l(xl 
 1), Ti  Ti+1 � qi+1;i+1j(xi+1 
 1) +Mi+1j2 undgehe zu (Ausz�ahlen eines Koe�zienten).Die Korrektheit dieses Algorithmus folgt sofort aus Lemma 3.22. Der Algorith-mus kann auf dieselbe Art beschleunigt werden wie im absoluten Fall: Da diegesuchte Menge, eingebettet in den Kn0, symmetrisch zu allen Achsen liegt, kannder Algorithmus so ge�andert werden, da� nur die H�alfte der Punkte tats�achlichausgez�ahlt wird. Im Unterschied zum absoluten Ausz�ahlen m�ussen dann jedochdie Mengen Ki richtig angeordnet werden. Ebenfalls wie beim absoluten Verfah-ren k�onnen die Werte Q(x) leicht mitberechnet werden, es gilt Q(x1; : : : ; xn0) =c� T1 + q1;1j(x1 
 1) +M1j2.Es bleibt noch zu zeigen, wie der Schritt (Ausz�ahlen eines Koe�zienten) e�ektivalgorithmisch zu l�osen ist. Da ai
1 in kanonischer Weise ein Gitter ist, k�onnen wirzwei Methoden sofort angeben: Wir k�onnen, wie von Jurk vorgeschlagen, mittelsdualer Gitterbasen die Koe�zienten beschr�anken, was bedeutet, statt Ki einengen�ugend gro�en achsenparallelen Quader auszuz�ahlen. Oder wir k�onnen Ki ineine um Mi zentrierte Ellipse einbetten. Es besteht jedoch, wie wir zeigen werden,



3. AUSZ�AHLEN 39die M�oglichkeit, Ki direkt auszuz�ahlen, oder einen gen�ugend gro�en Simplex zubetrachten.Bevor wir nun fortfahren, die einzelnen Methoden detailliert darzustellen, �xierenwir zun�achst einmal das Problem. Wir machen dies in einem etwas allgemeinerenRahmen als f�ur Algorithmus 3.23.(Ausz�ahlen eines Koe�zienten) ben�otigt. Seienvi 2 K (1 � i � m) R-linear unabh�angig, c 2 Rr1+r2>0 und M 2 C r1+r2 gegeben.Gesucht sind nun alle x 2 Zm mitj mXi=1 xivi +M j � c:(3-4)Ferner sei fv�i 2 K j 1 � i � mg die zu fvi j 1 � i � mg duale Basis, d.h.b(v�i ; vj) := r1Xl=1 v�i;lvj;l + r2Xl=1 v�i;r1+lvj;r1+l = �i;j:Wir de�nieren ~M := (ReM1; : : : ;ReMr1 ;Mr1+1; : : : ;Mr1+r2) 2 K,mi := b( ~M; v�i )(1 � i � m) sowie~c := (qc21 + Im2M1; : : : ;qc2r1 + Im2Mr1 ; cr1+1; : : : ; cr1+r2):Damit ist (3-4) �aquivalent zuj mXi=1(xi +mi)vij � ~c:(3-5)3.1. Duale Basis. Wegen b(Pmi=1 xivi; v�j ) = xj gilt f�ur jede L�osung x von (3-5)und jedes 1 � j � m:jxj +mjj2 = jb( mXi=1(xi +mi)vi; v�j )j2Cauchy-Schwarz� jb( mXi=1(xi +mi)vi; mXi=1(xi +mi)vi)jjb(v�j ; v�j )j� �(~c2)jb(v�j ; v�j )j:Daher reicht es, die Mengem�i=1[[�q�(~c2)jb(v�j ; v�j )j �mj;q�(~c2)jb(v�j ; v�j )j �mj]]auszuz�ahlen.



40 III. GITTER3.2. Ellipse. Aus (3-5) folgt sofortr1+r2Xi=1 j( mXj=1(xj +mj)vj)ij2 � r1+r2Xi=1 ~c2i :(3-6)Da Pmi=1 viZ in kanonischer Weise ein Gitter vom Rang m �uber Z ist, entsprichtdies dem Ausz�ahlen aller ganzen Punkte in einer Ellipse mit dem Mittelpunkt~M , was mit dem Fincke-Pohst Verfahren ([46, 3.17c] oder [30, Algorithmus 11])geschehen kann.In der Praxis sollte jedoch statt (3-6)r1+r2Xi=1 1~c2i j( mXj=1(xj +mj)vj)ij2 � r1 + r2(3-7)ausgez�ahlt werden. Denn es hat sich gezeigt, da� (3-7) viel weniger "unzul�assige\L�osungen x f�ur (3-4) liefert (d.h., x l�ost (3-7), aber nicht (3-4)) als (3-6), was sichauch geometrisch erkl�aren l�a�t:Da die Anzahl der Punkte, die (3-6) bzw. (3-7) erf�ullen, im wesentlichen von denVolumina der betrachteten Ellipsen (und der Gitterdiskriminante) abh�angt, wollenwir diese nun ausrechnen. F�ur das Volumen V1 der durch (3-6) beschriebenenEllipse ergibt sich: V1 = Cm2r2dE (r1+r2Xi=1 ~ci)m=2und f�ur (3-7) V2 = Cm2r2dE (r1 + r2)m=2 r1Yi=1 ~ci r1+r2Yi=r1+1 ~c2i ;wo Cm das Volumen derm-dimensionalen Einheitskugel im Rm bezeichnet. Analogder Ungleichung zwischen dem arithmetischen und dem geometrischen Mittel folgt,da� V2=V1 beliebig klein werden kann, falls die ~ci verschieden sind.3.3. Simplex. F�ur 1 � i � r1 ist (3-5) �aquivalent zu den linearen Ungleichungen:� ~ci � mXl=1(xl +ml)(vl)i � ~ci(3-8)bzw. � mXl=1 xl(vl)i � ~ci � ~Mi:(3-9)



3. AUSZ�AHLEN 41F�ur r1 + 1 � i � r1 + r2 erhalten wir notwendige Bedingungen� mXl=1 xl Re(vl)i � ~ci � Re ~Mi(3-10)und � mXl=1 xl Im(vl)i � ~ci � Im ~Mi;(3-11)da jRe zj � jzj und j Im zj � jzj f�ur jedes z 2 C gilt.Insgesamt sind daher alle L�osungen von (3-4) in dem durch die 2m Ungleichungen(3-9) bis (3-11) de�nierten Simplex enthalten. Sie k�onnen mit einer Variante desFourier-Motzkin Eliminationsverfahrens [50] bestimmt werden.Im folgenden werden wir eine solche Variante entwickeln, d.h., wir wollen allex 2 Zm mit Ax � b(3-12)f�ur eine Matrix A 2 Rk�m und b 2 Rk bestimmen oder feststellen, da� der Sim-plex unbeschr�ankt ist. Analog dem Gau�-Algorithmus werden wir dieses Systemzun�achst in eine Dreiecksgestalt transformieren. Um Schwierigkeiten bei der No-tation zu vermeiden, ben�otigen wir zun�achst noch einige Bezeichnungen:Bezeichnung 3.24. Ein x 2 Zm mit m � l erf�ullt eine "lineare Bedingung a\(a 2 Rl+1) genau dann, wenn lXi=1 xm�l+iai � al+1gilt. Den Wert bound(a)(x) := 1a1 (al+1 � lXi=2 xm�l+iai)nennen wir die von a und x induzierte Schranke.F�ur eine lineare Bedingung a nennen wir lc(a) := a1 den Leitkoe�zienten von a.Der Sinn dieser Schreibweisen wird im folgenden Algorithmus unmittelbar klar:Algorithmus 3.25 (Fourier-Motzkin Elimination).(Input): Eine Matrix A 2 Rk�m und ein Vektor b 2 Rk .



42 III. GITTER(Output): Ein endliches System Bi � Rm�i+2 von linearen Bedingungen so, da�x = (x1; : : : ; xm)tr 2 Zm genau dann eine L�osung zu (3-12) ist, wenn x jedesa 2 Bi erf�ullt (1 � i < m).(Initialisierung): Setze i  1, Bi  f(Ai;1; : : : ; Ai;m; bi) j 1 � i � kg und gebeB1 aus.(Schleife): Solange i < m� 1 ist, f�uhre die folgenden Schritte durch(Trennen): Setze P  fa 2 Bi j lc(a) > 0g,M fa 2 Bi j lc(a) < 0gund N  fa 2 Bi j lc(a) = 0g.Falls P oder M leer sind, gebe die Fehlermeldung "Simplex ist unbeschr�ankt\aus und terminiere.Setze i i+ 1 und Bi  ;.(Kopieren): F�ur jedes a 2 N f�uge in Bi die folgende Bedingung ein:(a2; : : : ; am+2�i):(Kombinieren): F�ur jedes Paar (a; ~a) 2 P � M erg�anze Bi um die folgendeBedingung: 1lc(a)(a2; : : : ; am+2�i)� 1lc(~a)(~a2; : : : ; ~am+2�i):Gebe Bi aus.(Ende der Schleife): Terminiere.Beweis. Zu beweisen ist nur die Korrektheit des Schritts (Kombinieren), da (Ko-pieren) die L�osungsmenge o�ensichtlich nicht �andert und wegen A �= B1 dieL�osungsmenge des neuen Systems h�ochstens kleiner ist.Seien daher o.B.d.A. i = 1, P;M wie in (Trennen), (a; ~a) 2 P�M und ein x 2 Zm,



3. AUSZ�AHLEN 43welches a und ~a erf�ullt, gegeben. Dann geltenx1 � bound(a)(x) = 1a1 (am+1 � mXi=2 aixi)(3-13)und 1~a1 (~am+1 � mXi=2 ~aixi) = bound(~a)(x) � x1;(3-14)da lc(~a) < 0 ist. Aus (3-13) und (3-14) folgt dann (als notwendige Bedingung):bound(~a)(x) � x1 � bound(a)(x)() 1a1 ( mXi=2 aixi)� 1~a1 ( mXi=2 ~aixi) � am+1a1 � ~am+1~a1Jetzt sind wir in der Lage, einen Algorithmus zum L�osen von (3-4) anzugeben:Algorithmus 3.26 (Simplex-Enumeration).(Input): Eine Matrix A 2 Rk�m und ein Vektor b 2 Rk .(Output): Alle x 2 Zm mit Ax � b oder die Ausgabe "Simplex ist unbeschr�ankt\.(Initialisierung): Berechne Mengen Bi � Rm+2�i mit Algorithmus 3.25. Setzei m.(Schranken): Setzemaxi  bminfbound(a)(x) j a 2 Bi und lc(a) > 0gc;mini  dmaxfbound(a)(x) j a 2 Bi und lc(a) < 0geund xi  mini � 1.(Erh�ohe x): Setze xi  xi + 1. Falls xi � maxi ist, gehe nach (Vermindere i).(Erh�ohe i): Setze i i + 1. Falls i < m ist, gehe nach (Erh�ohe x), andernfallsterminiere.(Vermindere i): Falls i = 1 ist, gebe x aus und gehe nach (Erh�ohe x).Setze i i� 1 und gehe nach (Schranken).



44 III. GITTERBeweis. Da im i-ten Durchlauf von (Schranken) nur xi+1; : : : ; xm ben�otigt wer-den, um die Schranken zu bestimmen, werden nur bereits de�nierte Komponentenzur Berechnung von bound(a)(x) benutzt. Im ersten Durchlauf (i = m) werdenkeine x-Komponenten ben�otigt.Die Korrektheit folgt jetzt sofort aus der von Algorithmus 3.25.Bemerkung 3.27. (1) Algorithmus 3.26 ist analog dem Algorithmus zum Aus-z�ahlen von Ellipsoiden 3.6.(2) Es ist bekannt, da� Algorithmus 3.26 in m doppelt exponentielle Laufzeitbesitzt. Der Grund hierf�ur liegt zum einem darin, da� in einem Simplexexponentiell viele Punkte liegen k�onnen (z.B. �1 � xi � 1 hat 3m vieleL�osungen); zum anderen liegt dies daran, da� im Schritt (Kombinieren) vonAlgorithmus 3.25 doppelt exponentiell viele Ungleichungen erzeugt werden.F�ur die Praxis ist daher Algorithmus 3.26 f�ur m > 7 unbrauchbar, da derSpeicherbedarf f�ur die Bi in Algorithmus 3.25 zu stark w�achst.F�ur total-reelle K�orper E ist Algorithmus 3.26 in dem Sinne optimal zur L�osungvon (3-4), da� tats�achlich nur Punkte gefunden werden, die (3-4) erf�ullen. F�urK�orper mit gemischter Signatur (und total komplexe K�orper) �ndet auch dieserAlgorithmus zu viele Punkte, da der �Ubergang von (3-9) zu (3-10) bzw. (3-11)nur notwendige Bedingungen liefert und dort Informationen verloren gehen.3.4. Mischformen. Als weitere Methode wollen wir noch eine Mischform ausAlgorithmus 3.26 und 3.2 vorschlagen. Die Ursache f�ur das relativ schlechte Lauf-zeitverhalten von 3.2 liegt im wesentlichen darin, da� viel zu viele Punkte betrach-tet werden und erst sehr sp�at, d.h. zum Schlu�, entschieden werden kann, ob einPunkt (3-4) erf�ullt oder nicht. Bei Algorithmus 3.26 werden viele "unzul�assige\Punkte schon fr�uher entdeckt. Hier ist das Problem die stark wachsende Anzahlvon Bedingungen. Als Kompromi� k�onnen wir Algorithmus 3.25 bis zu einer be-stimmten Stufe i0 < m durchf�uhren und die dann noch freien Variablen mit 3.2beschr�anken. 4. Ein Reduktionsalgorithmus f�ur oE-GitterDer wesentliche Unterschied zwischen Algorithmus 3.23 und dem Fincke-PohstAlgorithmus ist das Fehlen eines Reduktionsalgorithmus f�ur die Pseudobasis desGitters �, in dem ausgez�ahlt werden soll. Im absoluten Fall ist die Wahl einergeeigneten Reduktionsmethode entscheidend f�ur die Gesamtlaufzeit. Durch dieReduktion wird die Anzahl der zu durchlaufenden "toten �Aste\, d.h. die Anzahlder xi, die im Schritt Algorithmus 3.23.(Ausz�ahlen eines Koe�zienten) gefunden



4. REDUKTION 45werden und sich nicht zu einer L�osung erg�anzen lassen, stark reduziert. Im Anhangwerden wir dazu einige Beispiele angeben, die dies unterstreichen werden.Wir werden nun eine LLL-Variante f�ur Gitter �uber Zahlk�orpern entwickeln undihren Ein
u� auf das Ausz�ahlen numerisch untersuchen.Bezeichnung 3.28. Sei � := Pn0i=1 ai�i mit einer symmetrischen, positiv de�nitenMatrix G 2 Kn0�n0 ein Gitter mit Pseudobasis (ai; �i)1�i�n0 .Induktiv de�nieren wir die zugeh�orige Orthogonal-Basis��i := �i � i�1Xj=1�i;j��j ;Bi := QG(��i ); �i;j := BG(��i ; aj) und �i;j := �i;jBi(1 � i � n0, 1 � j < i).Der LLL-Algorithmus versucht nun, die Ausgangsbasis zu verbessern, d.h. (f�urE = Q und ai = Z) �i;j � 12 f�ur 1 � j < i � n0(3-15)und Q(��i + �i;i�1��i�1) � 34Q(��i�1)(3-16)zu erreichen. Die erste Bedingung (3-15) bewirkt, da� die reduzierte Basis an-n�ahernd orthogonal ist. Erreicht wird dies im Algorithmus dadurch, da� die �i;j'sganzzahlig approximiert werden.Die andere Bedingung (3-16), die sog. Lov�asz-Bedingung, wird algorithmisch er-reicht, indem die Basisvektoren, an denen sie nicht gilt, vertauscht werden. Mitdieser Bedingung wird versucht, die Diskriminanten bestimmter Teilgitter zu kon-trollieren. Zus�atzlich ist sie von Bedeutung, um die Endlichkeit des Algorithmuszu zeigen.Wir werden nun zun�achst die Variante f�ur Gitter �uber beliebigen Ordnungen an-geben und dann analysieren:Algorithmus 3.29 (rLLL).(Input): Ein Gitter � := Pn0i=1 ai�i mit einer symmetrischen, positiv de�nitenMatrix G 2 Kn0�n0.(Output): Eine reduzierte Pseudobasis (bi; �i).



46 III. GITTER(Initialisierung): Setzte bi  ai und �i  �i. Berechne die zu (bi; �i) geh�origeOrthogonalbasis ��i wie in Bezeichnung 3.28.Setze k  2.(Reduktion): F�ur 1 � i < k bestimmex 2 aia�1k so, da� �((�k;i � x)(�k;i � x)) minimal wird.Ersetze �k durch �k � x�i und �andere die �k;j (1 � j � i) entsprechend.(rLLL-Bedingung): Falls�(Bk + j�k;k�1j2Bk�1)NE=Q(bk)2 � 34�(Bk�1)NE=Q(bk�1)2(3-17)ist:(Tausch): Vertausche �k und �k�1 sowie bk und bk�1.�Andere die �'s und B's entsprechend.Setze k  max(k � 1; 2) und gehe nach (Reduktion).sonst: Setze k  k + 1. Falls k � n0 ist, gehe nach (Reduktion), andernfallsterminiere.Beweis. Nach Satz 3.13 �andert die in (Reduktion) durchgef�uhrte Transformationdas Gitter nicht. Es bleibt daher noch die Endlichkeit des Algorithmus zu zeigen.Dies erfolgt analog [36, (1.23)]:Sei �k := Pki=1 bi�i. Dann gilt d2(�k) = Qki=1 � � Q(��i )NE=Q(bi)2 (analog Lemma3.19). Nach Satz 3.21 gibt es ein 0 6= x 2 �k � � mit � � Q(x) � mn0p
mn0mn0d�k.Andererseits gilt � � Q(x) � �1 f�ur das erste sukzessive Minimum von �. Da �kbei jedem Durchlauf von (Tausch) um einen Faktor von mindestens 3=4 kleinerwird, kann dieser Schritt nur endlich oft durchgef�uhrt werden.O�enbar liefert obiger Algorithmus eine Basis, die reduziert in dem folgendenSinne ist: �i;j ist � �Q minimal in �i;j + bib�1j(3-18)(1 � i � n0, 1 � j < i) und� �Q(��i + �i;i�1��i�1) � 34� �Q(��i�1)(3-19)



4. REDUKTION 47(2 � i � n0). Im Unterschied zu (3-15) liefert (3-18) jedoch nicht genug Informa-tion, um eine Absch�atzung f�ur die G�ute der reduzierten Basis zu erhalten. DerBeweis aus [36] l�a�t sich leider nicht verallgemeinern.Ein weiterer Nachteil dieses Algorithmus ist, da� bei den Transformationen, die wirzulassen wollen, die Ideale nicht ge�andert werden. Wenn sie anf�anglich "schlechtkonditioniert\ sind, wird der Algorithmus die Basis daher nicht allzu stark ver-bessern k�onnen. Wir werden verschiedene Ans�atze vorstellen, um die Ideale zu�andern.Entgegen allen Erwartungen hat sich das Finden von x in (Reduktion) in derPraxis als harmlos erwiesen. Schon in [19] haben wir vorgeschlagen, statt x alsdichtestgelegenen Gitterpunkt auszuz�ahlen [46, 3 (3.17)], was in [51] als NP-hartnachgewiesen worden ist, sich mit Approximationen zu begn�ugen, wie sie zumBeispiel durch den LLL-Algorithmus gefunden werden k�onnen. Beim Rechnenvon umfangreichen Beispielen haben sich dabei zwei E�ekte herausgestellt:(1) Das Ausrechnen einer LLL-reduzierten Basis f�ur aia�1j , was auch dem Aus-z�ahlen vorangeht, ist f�ur die betrachteten Beispiele (deg E � 12) viel auf-wendiger als das anschlie�ende Ausz�ahlen.(2) Der Algorithmus liefert i.allg. bessere Ergebnisse, wenn wir uns mit Appro-ximationen begn�ugen. Die dichtestgelegenen Gitterpunkte waren bei fastallen Beispielen schlechter konditioniert als die Approximationen, d.h. sief�uhrten in der Regel zu Basen aus l�angeren Vektoren.Um die Ideale zu �andern haben wir im wesentlichen zwei Verfahren implementiert:(1) Jedes 1-dimensionale Gitter bi�i wird zu ~bi ~�i reduziert, wobei � �Q( ~�i) daserste sukzessive Minimum in bi�i darstellt. Erreicht wird dies durch LLL-Reduktion, bzw. Ausz�ahlen in dem Z-Gitter bi�i mit der quadratischenForm x 7! ��Q(x�i). Auch hier haben wir wieder die Wahl zwischen kurzenund k�urzesten Elementen. Hier jedoch scheinen die k�urzesten Elementebesser konditioniert zu sein als bei Algorithmus 3.29.(Reduktion).(2) In dem Reduktionsschritt �andern wir beide Basiselemente. Dadurch habenwir die M�oglichkeit, die Idealklassen zu �andern. Hier gibt es dann wiederzwei M�oglichkeiten: Zum einen k�onnen wir in dem 2-dimensionalen Gitterbi�i+bl�l ein k�urzestes Element bestimmen (dies entspricht im wesentlicheneiner Paarreduktion) und zu einer Basis erg�anzen; zum anderen k�onnen wirversuchen, die L�ange von ��i (und damit die Diskriminante von �i) klein zuhalten. Implementiert ist dies als Variation in Algorithmus 3.29.(Tausch),da es an dieser Stelle keine Rolle spielt, wenn wir �k �andern. Solange wirgarantieren, da� �k�1 oder ��k�1 k�urzer werden, terminiert der Algorithmus.



48 III. GITTERIn beiden F�allen ben�otigen wir jedoch eine konstruktive Basiserg�anzung:Lemma 3.30. (1) Seien Ideale b1, b2 � E, sowie Elemente x1; x2 2 E gegeben.Die Kongruenzen x � xi (mod bi) (i = 1; 2)(3-20)sind genau dann simultan l�osbar, wennx1 � x2 (mod b1 + b2):(3-21)gilt. In diesem Fall k�onnen wir eine L�osung x konstruktiv bestimmen, sieist (mod b1 \ b2) eindeutig.(2) Seien � = �1a1 + �2a2 sowie 0 6= �1 2 �. Dann k�onnen wir konstruktiv ein�2 sowie Ideale b1; b2 �nden, so da� � = �1b1 + �2b2 gilt.Beweis. (1): Zun�achst halten wir fest, da� (3-21) eine notwendige Bedingung ist:Angenommen x ist eine L�osung von (3-20). Dann gilt x1�x2 = x�x2�(x�x1) 2b1 + b2.Sei nun c := b1 + b2 sowie ~bi := bic�1. Da ~b1 und ~b2 nun koprim sind, k�onnenwir konstruktiv Elemente yi 2 ~bi mit y1 + y2 = 1 �nden [13, Proposition 1.1.].x := y2x1 + y1x2 ist nun eine L�osung von (3-20):x� x1 = y2x1 + y1x2 � x1 = (1� y1)x1 + y1x2 � x1 = y1(x2 � x1) 2 ~b1c = b1(Analog f�ur b2).(2): Sei nun �1 = u�1 + v�2 2 � beliebig, wobei o.B.d.A uv 6= 0 gilt. Wir setzennun b1 := a1u \ a2v und b2 := a1a2ub1 ; gem�a� Lemma 3.15.(1) gilt dann b1�1 � �.Nach Lemma 3.15.(2) gibt es ein �2 = t�1 + �2 mit � = b1�1 + b2�2. Lemma3.15.(1) liefert dann f�ur die Ideale die folgenden Bedingungen:a1tu \ a2tv + 1 = b2 = a1a2ub1 ;was ub1 = (tu)a2 + (tv + 1)a1(3-22)impliziert; im Falle von tv + 1 = 0 setzen wir a2tv+1 = E . O�enbar mu� t daher diefolgenden Kongruenzen l�osen:t � 0 (mod b1a2 ) und t � �1v (mod ub1va1 ):(3-23)Nach (1) k�onnen wir ein solches t �nden. Mit Hilfe von Satz 3.13 folgt andererseits,da� jede L�osung von (3-23) eine Pseudobasis (bi; �i) (i = 1; 2) liefert.



4. REDUKTION 49Weitere Varianten ergeben sich aus der Bedingung (3-17), die in keiner Weiseeindeutig ist. Hier gibt es zun�achst einmal die Variante, statt � die Funktion � zuverwenden, um den Vergleich durchf�uhren zu k�onnen: Tausche, falls�(Bk + j�k;k�1j2Bk�1)NE=Q(bk)2=m � 34�(Bk�1)NE=Q(bk�1)2=m(3-24)gilt. Hier folgt aus (3-3) die Existenz einer gegen 0 fallenden Majorante f�ur d(�k).Da wir in Algorithmus 3.29 die Ideale nicht �andern, k�onnen wir den Test auchohne die NE=Q(bk)2 Faktoren durchf�uhren. Cohen hat in [12] vorgeschlagen, stattder Norm das Minimum zu benutzen.Bei dieser Variante bleibt jedoch, wie bei Algorithmus 3.29, als Hauptnachteil, da�die Ideale im Prinzip nicht ber�ucksichtigt werden, und es daher nicht m�oglich ist,sie zu "verbessern\.Analog zu [20, (2.15)] bietet es sich nat�urlich an, vor dem Ausz�ahlen nicht dasGitter selbst, sondern das duale Gitter zu reduzieren.



50 III. GITTER



KAPITEL IVNormgleichungen in Relativerweiterungen1. GrundlagenDie Bezeichnungen seien wie in Kapitel II, Abschnitt 1; ferner sei A � TUE .Satz 4.1. Seien unabh�angige Einheiten �i 2 UAF ;SF (1 � i � rF � rE) gegeben.Setze � := frF�rEXi=1 xiLF (�i) j xi 2 [�12 ; 12]gund �0 := (nV;En V (�))V 2SF :Zu jedem � 2 F mit NF=E(�) =: � gibt es dann ein ~� 2 UAF ;SF so, da� LF (~��) =
 + �0 mit 
 2 � gilt.Beweis. Sei � 2 F mit NF=E(�) = � gegeben. Wir de�nieren eine AbbildungN : RSF 7! RSE : x = (xV )V 2SF 7! (XV jv xV )v2SE :Dann ist das Diagramm F NF=E���! ELF :=(nV;E j:jV )V 2SF???y ???y(j:jv)v2SE=:LERSF N���! RSEkommutativ. Wegen NF=E(�i) 2 A gilt NLF (�i) = 0 mit (1-1). Wir de�nieren f�urv 2 SE : cv := 0@8<:(nV;En ~v(�))V 2Pv 2 RPv f�ur v = ~v,0 2 RP~v sonst. 1A~v2SE 2 RSF :51



52 IV. NORMGLEICHUNGENDann gilt N (cv) = 0@8<:PV 2P~v nV;En ~v(�) = ~v(�) f�ur v = ~v,0 sonst. 1A~v2SE 6= 0:O�ensichtlich bildet fLF(�i) j 1 � i � rF � rEg[fcv j v 2 SEg eine Basis des RSF .Daher gibt es xi, yv 2 R (1 � i � rF � rE , v 2 SE) mitLF (�) = rF�rEXi=1 xiLF (�i) + Xv2SE yvcv:Anwenden von N liefert: N (LF(�)) = (yvv(�))v2SEund daher yv = 1. Damit besitzt ~� := QrF�rEi=1 ��bxiei nun alle gew�unschten Eigen-schaften.Bemerkung 4.2. Sei SE = V1E und A = TUE .(1) Es gilt � = NF=E(�) � NF=E(~��) mod TUE .(2) Wegen � � frF�rEXi=1 xijLF (�i)j j xi 2 [�12 ; 12]gerhalten wir aus Satz 4.1 sofort Schranken f�ur die Konjugierten einer L�o-sungsmenge von jNF=E(x)j = �, die f�ur E = Q denen in [20, (6.3) Lemma]entsprechen und sonst [31, Lemma 4.1] verbessern.Lemma 4.3. Setze h : R>1 ! ]0; 1[ : x 7! xx� 1 � 1log(x)und g : [0; 1]� R>1 ! R>1 : (x; t) 7! (1� x)tx + xtx�1:F�ur � > 1 und 
 := g(h(�); �) gilt dannsupa2[0;1] g(a; �) = 
:(4-1)Umgekehrt gibt es zu jedem 
 > 1 ein � > 1 so, da� (4-1) gilt.



1. GRUNDLAGEN 53Beweis. Um die Satzaussage auf die entsprechende Aussage in [20] zur�uckzu-f�uhren, ben�otigen wir eine Hilfsvariable. F�ur K � 1 beliebig �xiert, betrachtenwir die folgende Bijektion:� : R>1 ! R>0 : x 7! K(xn=2 � 1):In [20, (6.23)] ist die Satzaussage f�ur �(
) gezeigt.Lemma 4.4. Seien � 2 F mit NF=E(�) =: � und v 2 VE . Seien j:j1; : : : ; j:jd, dieFortsetzungen von j:jv, ni := nVi;E , wobei o.B.d.A. 1 � n1 � n2 � : : : � nd gelte.Setze I := Sdi=1fig � [[1; ni]]. Seien �, 
 2 R>1 so gew�ahlt, da� (4-1) gilt. Danngibt es ein r = (ri;j)(i;j)2I 2 ZI mit:(1) nj�j2=nv � P(i;j)2I �ri;j j�j2i � n
j�j2=nv .(2) P(i;j)2I ri;j = 0.(3) F�ur jedes (i; j) 2 I gilt jri;j � log�(j�j2i j�j�2=nv )j < 1.(4) Sei M := fi 2 [[1; d]] j #fri;jj1 � j � nig > 1g. Dann gilt#M � 8<:0 n1 = : : : = nd1 sonst.F�ur i 2 M gibt es j 2 [[1; ni]] mit ri;1 = : : : = ri;j = ri;j+1+1 = : : : = ri;d+1.Beweis. F�ur d = 1 ist die Aussage trivial (d = 1 impliziert j�jV = nqj�jv). Seidaher o.B.d.A. d > 1. Setze �i := log� j�j2i j�j�2=nv :(4-2)Dann gilt dXi=1 ni�i = 0:F�ur 2 � i � d und 1 � j � ni setze ri;j := b�ie, ei;j := �i;j � ri;j 2] � 12 ; 12 ], ~m :=b�Pdi=2 niri;1e und j0 := ~m� n1b ~m=n1c. F�ur 1 � j � j0 setze r1;j := b ~m=n1c+ 1,f�ur j0 < j � n1 setze r1;j := b ~m=n1c.Nun gelten (2) und (4), da n1j ~m f�ur n1 = : : : = nd gilt. Schlie�lich seien s :=�Pdi=2 niei;1 = �Pdi=2Pnij=1 ei;j, m := bse, � := s�m, e1;j := �n1 2]� 12 ; 12 ].Wir werden nun analog dem Beweis von [31, Satz 4.4] die ri;j sukzessiv so ab�andern,da� (1){(5) gelten. Hier sei (:) mod n1 : Z! [[1; n1]].Solange m > 0 ist, f�uhre die folgenden Schritte durch:



54 IV. NORMGLEICHUNGENBestimme ein i 2 [2; d] mit minimalem ei;1. Hierf�ur gelten �1 < ei;1 < 0 undri;1 > �i.Falls e1;1 < ei;1 :F�ur 1 � h � min(m;n1) setze e1;(h+j0) mod n1  e1;(h+j0) mod n1 + 1.Schlie�lich setze m m�min(m;n1) und j0  (j0 +min(m;n1)) mod n1.sonst:F�ur 1 � h � min(m;ni) setze ei;h  ei;h+1, ri;h  ri;h�1 und r1;(j0+h) mod n1  r1;(j0+h) mod n1 + 1.Schlie�lich setze noch j0  (j0+min(m;ni)) mod n1 undm m�min(m;ni).Falls m < 0 ist, verfahre analog.F�ur die Menge M aus (4) gilt nun #M � 2, wobei #M = 2 h�ochstens dann gilt,wenn im letzten "sonst\-Schritt min(m;ni) = m < ni galt. In diesem Fall habenwir M = f1; ig und m�ussen noch die folgenden Schritte durchf�uhren, um #M � 1zu erhalten.Finde j1 so, da� ri;1 = : : : = ri;j1 = ri;j1+1 + 1 = : : : = ri;ni + 1 gilt.F�ur j1 < j � ni setze ri;j  ri;j + 1, ei;j  ei;j � 1, r1;(j+j0) mod n1  r1;(j+j0) mod n1 � 1 und e1;(j0�j) mod n1  e1;(j0�j) mod n1 � 1.Schlie�lich setze noch j0  (j0�ni+ j) mod n1, falls j0 = n1 gilt, setze j0  0.O�enbar gelten nach wie vor (2) und (4). Bedingung (3) zeigen wir nun so: Es giltPn1j=1(r1;j� �1) = �Pdi=2Pnij=1(ri;j� �i) = �Pdi=2Pnij=1 ei;j = m+ �. Wegen m = 0folgt daher: �1 < Pdi=2Pnij=1 ei;j < 1 und �1 < Pn1j=1(r1;j � �1) < 1. Aus (4) folgtPn1j=1(r1;ji�i) = j0+n1(r1;n1��1) und schlie�lich �1 � �1+j0n1 < r1;n1��1 < 1�j0n1 <1. F�ur j0 = 0 ist damit (3) gezeigt. Sei also j0 > 0. Dann gilt jedoch r1;n1��1 < 0,wegen 1 > r1;n1 + 1 = r1;1 gilt (3) daher �uberall.Um (1) zu erhalten, zeigen wir, da� r noch eine weitere Bedingung erf�ullt:(5) F�ur a := maxdi=2 ei;1, gelten 0 < a < 1 und ei;j 2 [a�1; a] f�ur jedes (i; j) 2 I.



1. GRUNDLAGEN 55F�ur a := maxdi=2 ei;1 und i > 1 gilt ei;j 2 [a�1; a]. Um nun noch �i�r1;j 2 [a�1; a]zu erhalten, m�ussen wir r1;j ggf. weiter ab�andern: Sei e1;j := �1 � r1;j 2] � 1; 1[(1 � j � n1).Falls e1;1 > a � 0 gilt: Finde i0 mit ei0;1 = a und setze f�ur 1 � h � j0 mod n1:r1;h  r1;h � 1, e1;h  e1;h � 1, ri;h  ri0;h + 1 und ei;h  ei0;h � 1.j0  0.F�ur e1;n1 < a� 1 � 0 verfahre analog: Finde i0 mit mindi=2 ei;1 = ei0;1 und setzef�ur j0 < h � n1r1;h  r1;h � 1, e1;h  e1;h + 1, ri;h  ri;h + 1 und ei;h  ei;h � 1.j0  0.Da die letzten �Anderungen die Eigenschaften (2){(4) nicht beein
ussen, gelten sienach wie vor. Damit folgt a 2 [0; 1] nun aus einer genaueren Analyse: Zu Beginnunserer Umformungen galt ei;1 2 [�1=2; 1=2] f�ur 2 � i � d, d.h., f�ur a = 1=2 und2 � i galt (5). Da wir nur die jeweils Extremalen ei;j's ge�andert haben, gilt (5)f�ur 2 � i immer noch. F�ur i = 1 haben wir es gerade nachgewiesen.Es bleibt noch (1) zu zeigen. Da j�jv = Qdi=1 j�jnii nach Voraussetzung und (1-1)gilt, folgt aus (2) und der Ungleichung zwischen geometrischem und arithmeti-schem Mittel:j�j2=nv = ( dYi=1 j�j2nii )1=n = ( dYi=1 niYj=1�ri;jj�j2i )1=n � 1n dXi=1 niXj=1�ri;jj�j2i :Die andere Absch�atzung erhalten wir aus:dXi=1 niXj=1�ri;jj�j2i (4-2)= j�j2=nv dXi=1 niXj=1�ei;j(4-3) = j�j2=nv dXi=1 niXj=1�(1�(a�ei;j ))a+(a�ei;j )(a�1):Da x 7! �x konvex ist (� > 1), folgt:



56 IV. NORMGLEICHUNGEN� j�j2=nv dXi=1 niXj=1(1� (a� ei;j))�a + (a� ei;j)�a�1:Mit P(i;j)2I ei;j = 0 und (4-1) erhalten wir:(4-4) � j�j2=nv dXi=1 niXj=1 
= n
j�j2=nv :(4-5)Bemerkung 4.5. (1) In (4-3) k�onnen wir trivialerweise ei;j 2 [�1; 1] mitj�j2=nv dXi=1 niXj=1� � n�j�j2=nvabsch�atzen. Wegen 
 � � ist Lemma 4.4.(1) jedoch sch�arfer.(2) Wenn wir auf Lemma 4.4.(2) verzichten, k�onnen wir immer #M = 0,ei;j 2 [�12 ; 12 ] und Pdi=1 ni�ri;1j�j2i � np�j�j2=nv erreichen, indem wir ri;j :=b�ie setzen. In diesem Fall erhalten wir jedoch keine untere Absch�atzungin 4.4.(1), da wir hierf�ur 4.4.(2) ben�otigen. Zus�atzlich ist dann die Anzahlder r 2 ZI die 4.4.(3) erf�ullen viel gr�o�er.(3) Analog Beispiel 3.10.(1) ist Lemma 4.4.(1) eine gewichtete quadratischeForm auf dem oE-Gitter oF .(4) Satz 4.1 zusammen mit Lemma 4.4 verallgemeinern die entsprechendenResultate von [20, (6.3) Satz] und [31, Satz 4.4].2. Nenner von nicht ganzen L�osungenIm letzten Kapitel haben wir die Bestimmung von� 2 oF : NF=E(�) = �(4-6)f�ur � 2 oE auf ein endliches Problem reduziert, und mit Satz 4.1 k�onnen wirSchranken f�ur hinreichend viele Bewertungen einer m�oglichen L�osung erhalten.Im n�achsten Abschnitt werden wir zeigen, wie diese Information e�zient genutztwerden kann. Wenn wir jedoch statt (4-6)� 2 F : NF=E(�) = �(4-7)l�osen wollen, m�ussen wir Schranken f�ur die auftretenden Nenner �nden. Wir wer-den uns dabei auf den Fall F=E Galois'sch beschr�anken. Die Schranken, die es imallgemeinen Fall gibt (siehe z. B. [3, Satz 2]) | und die mit den gleichen Methoden



2. NENNER 57gewonnen werden k�onnen | sind f�ur die praktische L�osung von Normgleichungenungeeignet, da sie viel zu gro� sind. Sie h�angen i.allg. von der Minkowski-Schrankeder Galois'schen H�ulle von F ab. Im Fall einer Galois'schen K�orpererweiterungwerden wir den Beweis von [25, Theorem 1] genauer analysieren, um e�ektiveSchranken zu erhalten:Lemma 4.6. Seien F=E Galois'sch und � 2 F mit NF=E(�) = � 2 oE . Dann gibtes ein ganzes Ideal a � oF mit NF=E(a) = NF=E(�)oE .Beweis. Sei (�) = Qp2PE QPF3Pjp PePjpvP(�). Dann gilt(�) = (NF=E(�)) = Yp2PEYPjp pePjpfPjpvP(�)= Yp2PE pepfpPPjp vP(�):(Mit fp := fPjp und ep := ePjp f�ur ein beliebiges (und damit alle) Pjp.) Da � 2 oEist, folgt PPF3Pjp vP(�) � 0 f�ur alle p 2 PE . Wir �xieren nun f�ur jedes p 2 PE einPpjp. Dann ist a := Qp2PE PepPPjp vP(�)p ein ganzes Ideal mitNF=E(a) = Yp2PE pepfpPPjp vP(�) = (NF=E(�)):Satz 4.7. Seien F=E Galois'sch und M � PF so gegeben, da� es zu jedem Ideal avon F ein Ideal P 2 M mit cl(a) = cl(P) gibt. Ferner sei � 2 F mit NF=E(�) =:� 2 oE gegeben.Dann gibt es c 2 oE und � 2 F mit(1) PE 3 pj(c) impliziert, die Existenz eines P 2M mit pjNF=E(P),(2) NF=E(�) = �,(3) c� 2 oF .Beweis. Sei Gal(F=E) = f�1; : : : ; �ng.Nach Lemma 4.6 gibt es ein Ideal a � oF mit NF=E(a) = �. Wegen NF=E( a�) = oEgibt es nach [24, Lemma 6] Ideale b0i (1 � i � n) mita� = nYi=1 �ib0ib0i :(4-8)



58 IV. NORMGLEICHUNGENNach Voraussetzung gibt es �i 2 F und bi 2 M mit b0i = �ibi (1 � i � n). Dannexistieren ki 2 N sowie ~�i 2 oE mit NF=Eki(bi) = (~�i). Setzen wir nun� := � nYi=1 �i�i�i ;(4-9)so erf�ullt � (1) { (3):Wegen NF=E(��i) = NF=E(�i) folgt NF=E(�) = �. Um nun Aussagen �uber denNenner von � tre�en zu k�onnen, schreiben wir (4-9) mit Hilfe von (4-8) um:(�) = (�) nYi=1 �i�i�i = a nYi=1 b0i�ib0i �i�i�i= a nYi=1 bi�ibi = a nYi=1 biQnj=1i6=j �jbiQnj=1 �jbi[35, I x7]= a nYi=1 biQnj=1i6=j �jbiNF=E(bi)= a nYi=1 bi(Qnj=1i6=j �jbi)NF=Eki�1(bi)NF=Eni(bi) = a nYi=1 bi(Qnj=1i6=j �jbi)NF=Eki�1(bi)~�i=: 1c a nYi=1 bi( nYj=1i6=j �jbi)NF=Eki�1(bi)Da alle Ideale ganz sind, folgen (1) { (3) sofort.3. L�osen von Normgleichungen (in Relativerweiterungen)In diesem Abschnitt werden wir die in den letzten Kapiteln gewonnenen Infor-mationen zu einem vollst�andigen Algorithmus zum L�osen von Normgleichungenzusammensetzen.Zun�achst wollen wir eines der beiden folgenden Probleme betrachten: F�ur ein� 2 oE bestimme eine endliche Menge L � oF so, da� f�ur jedes x 2 oF mitNF=E(x) = �(4-10)bzw. NF=E(x) � � (mod TUE)(4-11)ein ~x 2 L mit NF=E(~x) = NF=E(x) bzw. NF=E(~x) = NF=E(x) (mod TUE) undx~x 2 UF gilt, d.h., wir wollen (4-10) bzw. (4-11) bis auf Assoziierte vollst�andig



3. PRAXIS 59l�osen. Wir geben hier zun�achst einen Algorithmus zum L�osen von (4-10) an, dazu�xieren wir folgende Situation: Sei SE = V1E , SF = V1F und u := rF � rE . Wirde�nieren I1 := [[1; r1 + r2]]� [[1; n]] und I2 := r1+r2[i=1 fig � [[1; si + ti]];wobei wir (um die Notation zu vereinfachen) si := n, ti := 0 f�ur r1 < i � r1 + r2setzen, ni;j := 2 f�ur r1 < i � r1 + r2 und si < j � si + ti. F�ur alle anderen(i; j) 2 I1 sei ni;j := 1.F�ur ci > 0 (1 � i � r1 + r2) seienD1(c) := diag( nz }| {c1; : : : ; c1; : : : ; nz }| {cr1+r2; : : : ; cr1+r2)und D2(c) := diag( s1+t1z }| {c1; : : : ; c1; : : : ; sr1+r2+tr1+r2z }| {cr1+r2 ; : : : ; cr1+r2):Schlie�lich betrachten wir noch folgende Abbildungen:L1 : F ! RI1 : x 7! (log jx(i;j)j)(i;j)2I1und L2 : F ! RI2 : x 7! (ni;j log jx(i;j)j)(i;j)2I2:F�ur ein r > 0 seien B2r := fx 2 Rn0 j n0Xi=1 x2i � r2gund B1r := fx 2 Rn0 j n0maxi=1 jxij � rg:Bei passender Anordnung der Bewertungen gilt dann LF = �L1.Algorithmus 4.8 (L�osen von exakten Normgleichungen).(Input): Zahlk�orper F=E und � 2 oE .(Output): Eine Menge L wie oben beschrieben.(Einheiten): Bestimme ein maximales unabh�angiges Einheitensystem �i 2 U :=U1F (1 � i � u).(Lambda): F�ur 1 � i � r1 + r2 w�ahle �i > 1 und bestimme 
i hierzu so, da�(4-1) gilt.



60 IV. NORMGLEICHUNGEN(Ceiling): Seien �j := f uXi=1 �iLj(�i) j �i 2 [�12 ; 12]g j 2 f1; 2gund R := fr 2 ZI1 \ (2D1((log�1 �i)1�i�r1+r2) (�1 + 1nL1(�)) +B11 ) jr erf�ullt Lemma 4.4.(2) und (4)g:Setze L := ;.F�ur jedes r 2 R f�uhre die folgenden Schritte durch:(Ausz�ahlen): BestimmeXr := f� 2 oF j nXj=1�ri;ji jx(i;j)j2 � n
ij�(i)j2=n f�ur 1 � i � r1 + r2g:(Testen): Setze L := L [ f� 2 Xr j NF=E(�) = �g mod U .Gib L aus und terminiere.Beweis. Wir m�ussen zeigen, da� der Algorithmus "alle\ L�osungen von (4-10)�ndet. Das Verfahren ist o�ensichtlich endlich. Sei � eine L�osung von (4-10).Nach Satz 4.1 gibt es dann eine Einheit � 2 U so, da� L(��) 2 �+ �0 gilt, d.h., esgilt L2(��) 2 �2 + 1nL2(�):Hierf�ur folgt:(ni;j log�i(j�(i;j)�(i;j)j2j�(i)j�2=n)(i;j)2I2 2 2D2((log�1 �i)1�i�r1+r2) (�2 + 1nL2(�)):Nach Lemma 4.4 gibt es dann ein r 2 R so, da� �� 2 Xr gilt.Um (4-11) statt (4-10) zu l�osen, mu� lediglich im Schritt (Einheiten) UTUEF anstellevon U1F berechnet werden. Die Menge R aus (Ceiling) kann z.B. mit einer Variantevon Algorithmus 3.26 erhalten werden. Nach Beispiel 3.10.(1) erhalten wir Xr aus(Ausz�ahlen) mit Hilfe von Algorithmus 3.23.Es bleibt noch Schritt (Lambda) zu erl�autern, d.h. Kriterien f�ur die Wahl von �anzugeben. In den n�achsten beiden Lemmata werden wir den Ein
u� von � (und
) auf die (zu erwartende) Laufzeit untersuchen:



3. PRAXIS 61Lemma 4.9. Seien �i 2 U (1 � i � u) wie in (Einheiten) gegeben, ci > 0 (1 � i �r1 + r2) und �j(c) := Dj(c)�j j 2 f1; 2g:Dann gelten:(1) volu(�2(c)) = r1+r2Yi=1 csi+ti�1i volu(�2)und volu(�2) = r1+r2Yi=1 (si + ti) regF=E(U):(2) Sei Sc := #(ZI2 \D2(c)(�2 + 1nL2(�)) +B11 ):Dann gibt es ein � 2 Rr1+r2�0 , welches nur von �2 abh�angt, so da� f�ur ~c :=� + c Sc � r1+r2Yi=1 ~csi+ti�1i regF=E(U)(2pn)r1+r2gilt.(3) #R � Sc r1Yi=1(ti + 1)f�ur ci := 2 log�1 �i.Beweis. (1): Der Beweis von Lemma 2.7.(1) kann unge�andert �ubernommen wer-den, da dort nur Psi+tij=1 log jx(i;j)j = 0 (1 � i � r1 + r2) ausgenutzt wurde.(2): Sei H := fx 2 RI2 j Psi+tij=1 ni;jxi;j = 0g. Dann gilt:Sc = # ZI2 \ (D2(c)(�2 + 1nL2(�)) +B11 )� vol(D2(c)(�2 + 1nL2(�)) +B12 )= vol(D2(c)�2 +B12 )� volu(D2(c)�2 +H \ B12 ) diam(B12 )r1+r2:Da volu(�2) > 0 gilt und �2 sowohl konvex als auch 0-symmetrisch ist, gibt es� 2 Rr1+r2>0 so, da� H \ B12 � D2(�)�2 gilt. Dann folgt:� volu(D2(c+ �)�2)p2nr1+r2:Nach (1) folgt dann:



62 IV. NORMGLEICHUNGEN= r1+r2Yi=1 ~csi+ti�1i regF=E(U)p2nr1+r2:(3): Sei r 2 R beliebig. Wir de�nieren ~r := (ni;jri;j)(i;j)2I2 2 D2(c)(�2 + 1nL2(�)).Sei nun ein weiteres s 2 R mit ~s = ~r gegeben. Wegen Lemma 4.4.(4) kann eshiervon h�ochstens Qr1i=1(ti + 1) viele geben, daher folgt (3) aus (2).Lemma 4.10. Die Voraussetzungen seien wie bei Algorithmus 4.8.(Ausz�ahlen).Ferner sei f�ur beliebiges r 2 ZI2 mit Psi+tij=1 ni;jri;j = 0 (1 � i � r1 + r2):Xr((�i; 
i)1�i�r1+r2) :=fx 2 C I2 j si+tiXi=1 ni;j�ri;ji jxi;jj2 � n
ij�(i)j2=n f�ur 1 � i � r1 + r2g:Dann gelten:(1) Seien �i, 
i beliebig �xiert und r wie oben. Dann gilt:#Xr \ (oF 
 1) = vol(B21)nn=2jNE=Q(�)jQr1+r2i=1 
n=2iqjdF=Qj +O(jNE=Q(�)j1�1=n)f�ur NE=Q(�)!1.(2) Sei nun � �xiert. Im folgenden betrachten wir nur Paare (�i; 
i), f�urdie (4-1) gilt. In diesem Fall schreiben wir �i = �(
i), dann w�achst#Xr((�(
i); 
i)1�i�r1+r2) \ (oF 
 1) mindestens so stark wie (Qr1+r2i=1 
n=2i )f�ur 
i !1.Beweis. Zun�achst gilt:vol(Xr((�i; 
i)1�i�r1+r2)) = vol(B21) r1+r2Yi=1 
n=2i jNF=Q(�)jnn=2;(4-12)da Pnj=1 ri;j = 0 f�ur alle i gilt.(1): Direkte Folge von [35, VI, x2].(2): Mit [46, 3 (4.3)] und (4-12).



3. PRAXIS 63Wenn wir nun davon ausgehen, da� die Gesamtlaufzeit T von Algorithmus 4.8 f�urein festes � im wesentlichen von der Anzahl der zu untersuchenden algebraischenZahlen abh�angt, erhalten wir aus Lemma 4.9.(3) zusammen mit Lemma 4.10.(2)f�ur festes �:T �Xr2R#Xr \ (oF 
 1) � #R#Xr \ (oF 
 1) � r1+r2Yi=1 
n=2ilogsi+ti�1 �i ;(4-13)d.h., wir m�ussen �i; 
i so w�ahlen, da� (4-13) minimal wird. Mit Lemma 4.3 k�onnenwir 
i als Funktion von �i au�assen. Da die �i's f�ur verschiedene 1 � i � r1 + r2o�enbar unabh�angig voneinander sind, erhalten wir r1 + r2 viele 1-dimensionaleMinimierungsprobleme: Wir bestimmen �i so, da�g(h(�i); �i)n=2logsi+ti �i(4-14)minimal wird.Bemerkung 4.11. (1) Das Minimierungsproblem (4-14) ist identisch mit demvon Fincke in [20, (9.6)] betrachteten. Obige �Uberlegungen verallgemeinerndaher direkt die von Fincke erhaltenen Ergebnisse.(2) F�ur "kleine\ � sind die so erhaltenen �i nicht optimal. Hier ist das Pro-blem, da� das Initialisieren eines neuen Ausz�ahlprozesses (Algorithmus3.23) verh�altnism�a�ig aufwendig ist. Hier sollten gr�o�ere Werte f�ur �ibenutzt werden, um die Anzahl der quadratischen Formen klein zu halten.(3) � in Lemma 4.9.(2) kann | bei �xem K�orpergrad mn| unabh�angig von �2gew�ahlt werden, da es eine nur von mn abh�angige Schranke f�ur das erstesukzessive Minimum im Einheitengitter gibt.Seien nun �i und 
i �xiert. Nach Lemma 4.9.(2), Lemma 4.10.(1) und Bemerkung4.11.(3) gilt f�ur die Anzahl Prel der von Algorithmus 4.8 zu betrachtenden Punkte:Prel = O(n(m+n)=2jNE=Q(�)jregF=E(F)qjdF=Qj ):(4-15)Mit Satz 2.9 und dem Satz von Brauer-Siegel [35, XVI, App. Theorem 5] folgtdann: Prel = O(n(m+n)=2jNE=Q(�)j 1hF regE=Q(NF=E(UF))):(4-16)Als Alternative zu Algorithmus 4.8 k�onnen wir eine absolute Variante des Ausz�ah-lens benutzen ([31, Algorithmus 4.10]), in dem wir in dem entsprechenden Z-Gitter



64 IV. NORMGLEICHUNGEN(Bemerkung 3.12.(1)) mit der Schranken r1+r2Xi=1 
ij�(i)j2=nausz�ahlen. F�ur die bei diesem Algorithmus zu betrachtende Anzahl von PunktenPrel-abs gilt unter der zus�atzlichen Annahme: �1 = : : : = �r1+r2:Prel-abs = O(nmn=2+m T2(�)m=2 regF=E(F)qjdF=Q j ):(4-17)Wenn wir Lemma 4.9.(2) und 4.10.(1) f�ur E = Q anwenden, erhalten wir alsAbsch�atzung f�ur die Anzahl Pabs der beim L�osen von absoluten Normgleichungenmit dem Verfahren von Fincke zu betrachtenden Punkte:Pabs = O((nm)nm=2+nmj�jregF=Q(F)qjdF=Q j ):(4-18)Wie bei (4-16) erhalten wir hierPabs = O((nm)nm=2+nmj�j 1hF ):(4-19)Als n�achstes wollen wir das f�ur das L�osen von Thue-Gleichungen wichtige Be-stimmen von L�osungen in der Gleichungsordnung untersuchen. Im Prinzip ist esm�oglich, Algorithmus 4.8 direkt zu benutzen: im Schritt (Einheiten) mu� lediglichein unabh�angiges Einheitensystem von U \ oE [�] bestimmt werden. Algorithmus3.23 w�urde sich in diesem Fall sogar vereinfachen, da oE [�] freier oE -Modul ist. Beider Berechnung von Einheiten hat es sich jedoch gezeigt, da� es i.allg. einfacherist, die Einheiten in der Maximalordnung auszurechnen, da dort e�zientere Algo-rithmen, die z.B. die Dedekindring-Eigenschaften von oF ausn�utzen, bekannt sind.Speziell bei den Normgleichungen k�onnen wir diese Eigenschaften z.B. dazu aus-nutzen, um die Anzahl der nicht assoziierten L�osungen vorher abzusch�atzen oderggf. sogar auszurechnen. Wenn die Anzahl der L�osungen von (4-11) bekannt ist,reduziert sich die Laufzeit drastisch, da wir Algorithmus 4.8 entsprechend fr�uherbeenden k�onnen. Wie wir diese Informationen auch f�ur das L�osen in Gleichungs-ordnungen benutzen k�onnen, zeigtAlgorithmus 4.12 (Normgleichungen in beliebigen Ordnungen).(Input): Zahlk�orper F=E, o eine Ordnung von Fund � 2 oE .(Output): Eine vollst�andige Menge L � o von L�osungen, d.h., f�ur jedes x 2 omit NF=E(x) = � existiert ein ~x 2 L mit NF=E(~x) = � und ~x=x 2 o.



3. PRAXIS 65Bestimme mit Hilfe von Algorithmus 4.8 eine vollst�andige Menge ~L von L�osun-gen in der Maximalordnung.Bestimme mit Hilfe von [55, Algorithmus 4.22] eine Menge Uo � U1F so, da�Uo = U1F=U1F \ ogilt.Setze L f�x j x 2 ~L und � 2 Uog \ ound terminiere.Beweis. Zu zeigen ist nur, da� die Menge L vollst�andig ist: Sei x 2 o mitNF=E(x) = � beliebig. Nach Konstruktion gibt es dann ein ~x 2 ~L mit NF=E(~x) = �und ~x=x 2 U1F . Daher gibt es ein � 2 Uo mit �~x=x 2 o; hierf�ur gilt aber �~x 2 L.Wenn wir uns nun anschauen, wieviele Punkte wir betrachten m�ussen |P2 = O(n(m+n)=2jNE=Q(�)jregF=E(F))dF ) + #Uo#~L(4-20)f�ur Algorithmus 4.12 undP2 = O(n(m+n)=2jNE=Q(�)jregF=E(U \ o))do )(4-21)bei Algorithmus 4.8 | so scheint sich dieses Vorgehen nur zu lohnen, wenn (oF :o)#Uo <1 gilt. In der Praxis hat sich dagegen Algorithmus 4.12 als �uberlegen herausgestellt.Hier werden i.allg. viel weniger quadratische Formen betrachtet.Mit dem n�achsten Algorithmus werden wir nun die L�osbarkeit von (4-10) in Funtersuchen. Hier werden wir nur eine L�osung suchen, da es nicht klar ist, was"assoziiert\ f�ur nicht ganze Elemente bedeuten soll.Im folgenden sei F=E Galois'sch.Algorithmus 4.13 (Normgleichungen in K�orpern).(Input): Zahlk�orper F=E Galois'sch sowie � 2 oE .(Output): Ein x 2 F mit NF=E(x) = � oder "Gleichung hat keine L�osung\Bestimme eine Menge M wie in Satz 4.7.



66 IV. NORMGLEICHUNGENF�ur SE := V1E [ fvp j 9a 2M : vp(NF=E(a)) > 0g und SF wie in (2-1) berechneU := U1F ;SF = � � h�1i � � � � � h�rF�rE i:Setze b := YP2M PbPrF�rEi=1 12 jVP(�i)jc:Benutze Algorithmus 4.8 um eine L�osung x 2 b von (4-10) zu �nden, d.h., beendeden Algorithmus, falls L 6= ; gilt.Gib entweder eine L�osung x oder "Gleichung hat keine L�osung\ aus.Beweis. Sei x 2 F eine L�osung von (4-10). Nach Satz 4.7 gibt es ein x1 2 F mitVP (x1) � 0 f�ur P 2 VF n SF , d.h. x1 2 oSF . Mit Satz 4.1 folgt dann die Existenzvon x2 2 b.Es bleibt noch das Problem, eine geeignete Menge M zu �nden. Gute Schrankenbekommen wir, falls die Menge M klein ist, d.h. m�oglichst nur aus den Erzeugernder zyklischen Faktoren der Klassengruppe besteht. Da wir im n�achsten Schrittdann SF -Einheiten berechnen m�ussen, bietet es sich an, die Klassengruppe zubestimmen, da es sehr schnelle kombinierte Algorithmen gibt, mit denen zuerst dieKlassengruppe bestimmt werden kann und dann, mit den so gewonnenen Daten,die SF -Einheiten [26].Andererseits, wenn wir ohnehin die SF -Einheiten Gruppe f�ur eine gen�ugend gro�eMenge SF bestimmt haben, k�onnen wir sie auch nutzen, um die Normgleichungdirekt zu l�osen. Jede L�osung von (4-11) ist eine SF -Einheit, wenn SE alle zurFaktorisierung von � ben�otigten Primideale enth�alt:Algorithmus 4.14 (Normgleichungen mit SF-Einheiten).(Input): Zahlk�orper F=E sowie � 2 oE .(Output): Eine vollst�andige Menge L � oF von L�osungen, d.h., f�ur jedes x 2 oFmit NF=E(x) � � mod TUE existiert ein ~x 2 L mit NF=E(~x) � � mod TUE und~x=x 2 oF .(S-Einheiten): Setze SE  fv 2 V �n.E j v(�) > 0g [ V1E und SF wie in (2-1).Berechne Einheiten �i (1 � i � rF � rE) und ~�i (1 � i � rE � 1) f�ur A = TUEgem�a� Satz 2.5.



3. PRAXIS 67(L�osung in F): Berechne Matrizen B 2 ZSE�(rE�1) und b 2 ZSE mit Bv;j =v(NF=E(~�j)) und bv = v(�)Wenn das lineare Gleichungssystem Bx = b in Z nicht l�osbar ist, setze L  ;und terminiere, andernfalls sei x 2 ZrE�1 die L�osung.Setze �0  QrE�1i=1 ~�xii .(L�osung in oF): Berechne Einheiten �0i 2 UTUEF ;SF n UF (1 � i � u := rF � rE �#V 1F +#V 1E ) mitUTUEF ;SF=TUF = UTUEF � h�01i � � � � � h�0ui(4-22)Berechne Matrizen B 2 ZSF�u und b 2 ZSF mit BV;j = V (�0j) und bV = V (�0).Setze L0  fx 2 Zu j Bx + b � 0g;(4-23) L f�0 uYi=1 �0ixi j x 2 L0gund terminiere.Beweis. Da NF=E(�) � NF=E(�0) � � mod TUE f�ur jedes � 2 L gilt, bleibt noch#L � 1 und die "Vollst�andigkeit\ von L zu zeigen.Da das Produkt in (4-22) direkt ist, gilt f�ur �1, �2 2 L:�1�2 2 UTUEF ;SF n UF [ f1g;d.h., �1 und �2 sind nicht assoziiert. Da es nur endlich viele nicht-assoziierte ganzeL�osungen gibt und nach Konstruktion L � oF gilt, folgt #L <1.Sei nun � 2 oF mit NF=E(�) � � mod TUE beliebig �xiert. Aus V (�) � 0 f�urjedes V 2 V �n.F erhalten wir fV 2 V �n.F j V (�) > 0g � SF , Satz 2.5 impliziert� = rF�rEYi=1 �xii rE�1Yi=1 ~�~xiimit geeigneten Exponenten xi, ~xi 2 Z. Weiter folgt aus NF=E(�i) 2 TUE , da�(~xi)1�i�rE�1 eine L�osung von Bx = b in Schritt (L�osung in F) ist. Da B von vollem



68 IV. NORMGLEICHUNGENRang ist, gilt QrE�1i=1 ~�~xii = �0. Wiederum mit der Direktheit von (4-22) folgt dieExistenz einer Einheit � 2 UF \ UTUEF ;SF sowie Exponenten yi 2 Z (1 � i � u) mitrF�rEYi=1 �xii = � uYi=1 �0yi:Mit � 2 oF folgt daher (yi)1�i�u 2 L0.Eine Variante dieses Algorithmus ist o�enbar auch geeignet, um Algorithmus 4.13zu ersetzen. Wir m�ussen lediglich die Menge SE wie dort beschrieben erweiternund dann nach Schritt (L�osung in F) terminieren. Der kritische Schritt in 4.14ist (L�osung in oF). Hier k�onnen wir Algorithmus 3.26 einsetzen, haben aber diein Bemerkung 3.27.(2) beschriebenen Probleme, wenn u gro� wird. Sind wir nurdaran interessiert, die L�osbarkeit zu �uberpr�ufen und ggf. eine L�osung zu �nden,so k�onnen wir mit dem Simplex-Algorithmus (z.B. [15, 6.3]) einen (extremalen)Punkt in L0 suchen.Eine weitere Variante von (4-11) ergibt sich, wenn wir statt nach L�osungen inoF nach L�osungen in einem beliebigen Modul M suchen. Da die Einheiten i.allg.nicht auf M operieren, ist es uns nicht m�oglich ohne weitere Informationen denBereich, den wir durchsuchen m�ussen, einzugrenzen. Wenn wir jedoch Schrankenf�ur die L�osung (alle L�osungen) kennen, k�onnen wir die Menge �1 + 1nL1(�) ausAlgorithmus 4.8.(Ceiling) durch die durch die Schranken gegebene Menge ersetzen.Dies erm�oglicht es, die hier vorgestellten Verfahren z.B. zum L�osen von Thue-Gleichungen einzusetzen. Denn dort liefert die Theorie der Thue-GleichungenSchranken f�ur m�ogliche L�osungen.



KAPITEL VBeispieleHier pr�asentieren wir einige Beispiele, die sowohl die Vorteile der neuen Methodenals auch deren Grenzen demonstrieren sollen. Wir beginnen mit dem Reduktions-algorithmus 3.29. 1. ReduktionDen Reduktionsalgorithmus werden wir in zwei Anwendungen demonstrieren: zumeinen zum Beschleunigen des Ausz�ahlens (analog [20, (2.15)]) und zum anderenzum Au�nden eines "sch�oneren\ Polynoms, um einen Zahlk�orper zu erzeugen.1.1. "Sch�onere\ Polynome. Bei Problemen, bei denen das erzeugende Poly-nom der Relativerweiterung ausgerechnet oder von einem Anwender vorgegebenwird, stellt sich oft das Problem, da� dieses spezielle Polynom "schlecht kondi-tioniert ist\, d.h., nachfolgende Berechnungen brauchen zu viel Zeit. Oft kanndies dadurch beschleunigt werden, da� ein anderes Polynom mit kleineren Koef-�zienten (weniger Stellen) oder kleinerem Index (kleinerer Norm des Indexideals)benutzt wird. Um ein solches Polynom zu �nden, gibt es auch im absoluten Fallkeinen Algorithmus, der garantiert, da� das bestm�ogliche Polynom gefunden wird.Es ist nicht einmal klar, was "ein\ bestm�ogliches Polynom sein soll. Die Verfah-ren, mit denen in der Praxis versucht wird, ein "besseres\ Polynom zu �nden,berechnen eine LLL-reduzierte reelle Basis der Maximalordnung und testen dann,ob die neuen Basiselemente "bessere\ de�nierende Polynome liefern. Da es pas-sieren kann, da� kein Basiselement primitiv ist (d.h. den K�orper erzeugt), werden"kleine\ Linearkombinationen der Basiselemente betrachtet. Nach dem Satz vonSonn und Zassenhaus [46, 2 (12.23)] ist dies ausreichend, da es unter allen Linear-kombinationen von Basiselementen mit den Koe�zienten 0 und 1 mindestens einprimitives Element gibt. 69



70 V. BEISPIELEUm nun ein "sch�oneres\ Polynom zu �nden, gehen wir wie folgt vor: Zun�achstberechnen wir eine geeignete Oberordnung o der Gleichungsordnung; i.allg. istdies die Maximalordnung. Dann erzeugen wir das zugeh�orige Gitter wie in Beispiel3.10.(1), das wir mit Hilfe von Algorithmus 3.29 reduzieren. Sei nun (ai; �i) einereduzierte Pseudobasis f�ur o f�ur die o.B.d.A. �i 2 o gelten soll. F�ur jedes primitivex = Pni=1 xi�i mit xi 2 f�1; 0; 1g berechnen wir nun den Index der von x erzeugtenGleichungsordnung in o. Unter allen x mit minimalem Index w�ahlen wir nun einesmit minimalem � �TF=E2 (x). Wenn der K�orpergrad zu gro� wird, um alle diese 3nElemente zu testen, hat es sich bew�ahrt, abzubrechen, wenn der Minimalindex inden letzten 20 (30, 40, : : : ) Versuchen nicht mehr kleiner geworden ist.Im Unterschied zu der absoluten Variante dieses Algorithmus hat es sich gezeigt,da� Algorithmus 3.29 wesentlich emp�ndlicher auf schlecht konditionierte Ein-gangspseudobasen reagiert, d.h., wenn das Relativpolynom extrem schlecht kon-ditioniert ist, kann es auf diese Art nicht (oder nur minimal) verbessert werden.Die ersten Beispiele sind erzeugende Polynome f�ur Hilbert'sche Klassenk�orper, wiesie mit dem in [16] beschriebenen Verfahren berechnet worden sind.Wir starten mit einem kubischen K�orper mit Klassenzahl 3:E := Q(�) �3 + �2 � 11�+ 37 = 0!1 = 1, !2 = �, !3 = �2�12[oE : Z[�]] = 2, dE = �9748F := E(�) �3 + (18759!1 � 1362!2 � 2256!3)�� (495907!1 + 338576!2 + 101840!3) = 0�1 = 1 a1 = oE�2 = 2!2 + 2!3 + � a2 = 13oE�3 = 5!1 + 4!2 + 8!3 + (!2 + !3)� + �2 a3 = 19oE[oF : oE [�]] = 27oE , NE=Q([oF : oE [�]]) = 19683Wir erhalten folgende reduzierte Darstellung:



1. REDUKTION 71F = E(�) �3 + (7!1 � !2 + !3)�2 � (165!1 + 22!2 � 21!3)�+ (1329!1 � 10!2 � 82!3) = 0�1 = 1 a1 = oE�2 = 15((46!1 � 23!2 + 11!3)+ (6!1 � 3!2 + !3)�) a2 = oE + 16(!1 + 3!2 � 2!3)oE�3 = 125((1223!1 � 489!2 + 408!3)� (174!1 � 82!2 + 54!3)�� (47!1 � 21!2 + 12!3)�2) a3 = oE + 14(!1 � 2!2 + !3)oE[oF : oE [�]] = 125oE + (61!1 + !2 � !3)oE , NE=Q([oF : oE [�]]) = 125Nun ein kubischer K�orper mit V4 als Klassengruppe:E := Q(�) �3 + �2 � 92�+ 236 = 0!1 = 1, !2 = �, !3 = 2��+�24[oE : Z[�]] = 4, dE = 76729F := E(�) �4 � (21684!1 � 8992!2 + 3688!3)�2+ (648910592!1 � 308968480!2 + 134927632!3) = 0�1 = 1 a1 = oE�2 = � a2 = 12oE + 126(4!1 + 3!2 + !3)oE�3 = (600!1 + 40!2 + 4!3) + 26� + �2 a3 = 18oE + 11352(74!1 + 10!2 � !3)oE�4 = (23207296!1 + 64!2 + 8!3)+ (1028796!1 + 40!2 + 4!3)�+ �3 a4 = 116oE + 150759488(1353829!1 � 371426!2 � !3)oE[oF : oE [�]] = 1784297522176oE+ (34924894208!1 + 35982444544!2 + 263697664!3)oE ,NE=Q([oF : oE [�]]) = 19762137087852150784Nach der Reduktion, die wir in diesem Fall in mehreren Schritten durchf�uhren,wobei wir die Teilk�orper, die den zyklischen Untergruppen entsprechen, ber�uck-sichtigen, erhalten wir:



72 V. BEISPIELEF = E(�) �4 + (2!1 � 2!2)�3 � (257!1 � 14!2 � 14!3)�2+ (354!1 + 26!2 � 30!3)� + (12309!1 � 592!2 � 666!3) = 0�1 = 1 a1 = oE�2 = � a2 = oE�3 = 71 + 31� + �2 a3 = 12oE + 176(15!1 � 12!2 � !3)oE�4 = 15798322 + 52369461�+ 330469�2 + �3 a4 = 12oE + 152861876(8982425!1 � 1504142!2 + !3)oE[oF : oE [�]] = 4017502576oE + (515467344!1 � 3555016!2 + 1718332!3)oE ,NE=Q([oF : oE [�]]) = 64280041216Das n�achste Beispiel, ein Klassenk�orper zu einem kubischen K�orper mit C6 alsKlassengruppe:E := Q(�) �3 � 26� + 26 = 0oE = Z[�], dE = 52052F := E(�) �6 � (27� 162�+ 156�2)�4 + (2696� 5392�+ 2696�2)�3+ (316611� 474660�+ 164280�2)�2� (15909096� 21497904�+ 5993208�2)�+ (179567975� 230236702�+ 55754180�2) = 0�1 = 1 a1 = oE�2 = 1 + � a2 = oE + 12�oE�3 = (3 + 2�2) + 2�2� + �2 a3 = 16oE + 112�2oE�4 = (15+4�+7�2)+(3+4�)�+(1+�2)�2+�3 a4 = 112oE + 124�2oE�5 = (249+52�+197�2)+(348+128�+67�2)�+(42+52�+27�2)�2+13�2�3+�4 a5 = 1360oE�6 = (75442207413663971255+262�+174�2 )+(138979374005225977501+162�+254�2 )�+(5721673554934634426+50�+22�2 )�2+(25626415070076499602+6�+6�2 )�3+415978533546881951�4+�5 a6 = 1360 oE+ 1310147291846021484880(61409109199271370�82813770501046977�+�2 )oE[oF : oE [�]] = 16078035609297753776179200oE+ (798924702156513205708800+ 37324800�+ 37324800�2)oE ,NE=Q([oF : oE [�]]) = 22398965703614942582057075283591168000000Reduziert:



1. REDUKTION 73F = E(�) �6 + (1� �)�5 � (19 + �� �2)�4 + (43� 2�� �2)�3� (19 + �� �2)�2 + (1� �)� + 1 = 0�1 = 125(1 + (15 + 9� + 23�2)�+ (22 + � + 4�2)�2+ (11 + 8� + 6�2)�3+ (7 + 16�2)�4+ (22 + 21� + 21�2)�5) a1 = 25oE + (1� 9�� 3�2)oE�i = �i�1 (2 � i � 6) ai = oE (1 � i � 6)[oF : oE [�]] = 25oE + (181� 9�� 6�2)oE , NE=Q([oF : oE [�]]) = 25Als letztes ein Beispiel vom Gesamtgrad 12 von Cartwright und Steger ([9]): Seiens2 = �23, s0 = s�12 , u2 = �83 und u0 = u�12 . Wir betrachten den K�orperE = Q (s0 ; u0) und dar�uber die kubische Erweiterung F = E(�) mit�3 + (�2s0 + 6)�2 � (18s0 � 18)� � (90s0 � 54) = 0:F ist zyklisch �uber E und besitzt �uber Q die Galoisgruppe D6. Die Klassengruppevon F ist isomorph zu C18 � C18.In einem ersten Reduktionsschritt wird der K�orper vom Grad 4 in eine sch�onereDarstellung gebracht: Es gilt E1 = Q(s0) = Q(�1) mit �21 � �1 + 6 = 0, E =Q(s0 ; u0) = E1(�2) mit �22 + �2 + 21 = 0 undE = Q (�) �4 + 4�3 + 59�2 + 110�+ 279 = 0!1 = 1, !2 = �, !3 = 12(1 + � + �2), !4 = 130(24 + 11�+ 3�2 + �3)[oE : Z[�]] = 60, dE = 3644281F�ur s0 und u0 erhalten wir folgende Darstellungen: s0 = �!1 � !2 � !4 und u0 =�2!1 � 2!2 � !4. Damit folgt f�ur F :F := E(�) �3 + (8!1 + 2!2 + 2!4)�2 + (36!1 + 18!2 + 18!4)�+ (36!1 + 90!2 + 90!4) = 0�1 = 1 a1 = oE�2 = � a2 = oE + 16(!1 � !3 � 2!4)oE�3 = (4680!1 + 1368!2)+ (860!1 + 98!2 + 2!4)� + �2 a3 = 13oE + 15976(375!1 � 911!2 + !4)oE[oF : oE [�]] = 35856oE + (�9480!1 + 1128!2 + 3!3 + 3!4)oE ,NE=Q([oF : oE [�]]) = 11570874624, dF = 4oE



74 V. BEISPIELEReduzieren:F = E(�) �3+(2!1�!2�!4)�2� (6!1�!2�!4)�� (18!1+3!2+3!4) = 0�1 = 1 a1 = oE�2 = 1 + � a2 = 12(2!1 � !2 � !4)oE + (!1 � !4)oE�3 =1996((4806!1 + 579!2 + 180!3 � 129!4)+(3256!1+212!2+110!3�46!4)�� (34!1 + 11!2 + 2!3 + 5!4)�2) a3 = (34!1 + 11!2 + 2!3 + 5!4)oE+ 12(75!1 � 5!2 � 2!3 � 21!4)oE[oF : oE [�]] = 1992oE + (420!1 + 134!2 + 78!3 + 338!4)oE ,NE=Q([oF : oE [�]]) = 15872256Hieraus erhalten wir folgende absolute Darstellung:F = Q (�) �12 + 45�10 + 172�9 + 90�8 � 264�7 + 2321�6 + 5772�5 � 6186�4+ 6668�3 + 24465�2 � 36972�+ 13689 = 0[oF : Z[�]] = 22949474951138824730873088dF=Q = 123901206583479910504961.2. Schnelleres Ausz�ahlen. Der f�ur die Gesamtlaufzeit von Algorithmus 4.8und 4.13 entscheidende Teil ist das Ausz�ahlen mit Hilfe von Algorithmus 3.23.Wir betrachten die gewichtete quadratische Form aus Beispiel 3.10.(1), wobei wirdie Gewichte von der Form wi;j = �ri;ji wie in Algorithmus 4.8.(Ausz�ahlen) w�ahlen.Zun�achst betrachten wir den folgenden K�orper:E := Q(�) �2 � �� 36 = 0oE = Z[�], dF = 145F := E(�) �2 + 3� � 39 = 0�1 = 1 a1 = oE�2 = 1� � a2 = oE + 15(2 + �)oE[oF : oE [�]] = 5oE + (2 + �)oE , NE=Q([oF : oE [�]]) = 5dF = 33oEDie Tabelle ist wie folgt aufgebaut: In der 1. Spalte stehen die �i, 1 � i � r1+ r2,dann kommen die Exponenten ri;j, 1 � i � n, und die obere Schranke f�urs



1. REDUKTION 75Ausz�ahlen. Mit "next\ ist die Gesamtzahl aller Punkte aus den Koe�zientenidea-len gemeint, die untersucht werden mu�ten, insbesondere auch die, die nicht zuL�osungen gef�uhrt haben. "Punkte\ bezeichnet die Anzahl der L�osungen, "Zeit\die Zeit zum Ausz�ahlen inklusive der Zeit zum Reduzieren. Die Angaben in denletzten beiden Spalten beziehen sich auf Ausz�ahlen mit Reduktion, die beidendavor auf Ausz�ahlen ohne Reduktion.�i ri;jri;j ci nextPunkte Zeit ohneReduktion nextPunkte Zeit mitReduktion8,3146 00 115,938,3146 00 129,50 4239 0,21sec 4239 0,36sec8,3146 2-2 115,938,3146 1-1 129,50 9059 0,68sec 6659 0,48sec8,3146 3-3 115,938,3146 2-2 129,50 27629 3,41sec 4229 0,61sec8,3146 1-1 879,868,3146 3-3 469,15 1302849 7,55sec 906849 2,60secAls n�achstes betrachten wir einen K�orper vom Absolutgrad 6 �uber Q .E := Q(�) �2 + 17 = 0oE = Z[�], dE = �68F := E(�) �3 + (5� 19�)�2 + (2 + 14�)� � (18 + 2�) = 0�1 = 1 a1 = oE�2 = � a2 = oE + 12(1 + �)oE�3 = �2 a3 = 12oE[oF : oE [�]] = 4oE + (2 + 2�)oE , NE=Q([oF : oE [�]]) = 8dF = (�392164 + 982235�)oE



76 V. BEISPIELE12,1179 000 7324,56 101706614 33sec 101706614 34sec12,1179 20-2 7324,56 870264 4,28sec 461264 2,66sec12,1179 40-4 7324,56 5853221 384sec 738721 22secAn diesen beiden Beispielen zeigt sich, da� Algorithmus 3.29 n�otig ist, um schlechtgewichtete Formen �uberhaupt ausz�ahlen zu k�onnen. Da bei allen Beispielen dieAusgangsbasis reduziert ist, tritt bei nicht gewichteten Formen (Exponenten 0)kein positiver E�ekt auf; die Laufzeit verl�angert sich um die Zeit f�ur die Reduktion.2. NormgleichungenBei den Normgleichungen m�ussen wir zwischen verschiedenen Fragestellungen un-terscheiden, da die Algorithmen 4.8 und 4.14 stark unterschiedlich auf die verschie-denen Probleme reagieren. Ein direkter Vergleich der Laufzeiten ist etwas proble-matisch, da unterschiedlich viele K�orperinvarianten ben�otigt werden, und sich dieRelationen daher verschieben k�onnen, wenn in einem K�orper mehrere Normglei-chungen gel�ost werden. Die Zeiten sind jeweils ohne die Zeit zum Ausrechnender Maximalordnungen und der Einheiten angegeben. In allen Beispielen wurdendie Einheiten mit einem kombinierten Einheiten{ und Klassengruppenalgorithmusberechnet, so da� auch die f�ur Algorithmus 4.14 ben�otigten Informationen bereitsvorhanden waren.Unabh�angig von der angegebenen Darstellung der K�orper verwenden die Algorith-men teilweise andere, reduzierte Darstellungen, was sich einerseits auf die K�orperselbst bezieht (Algorithmus 4.14 z.B. rechnet in absoluten Darstellungen, da dieentsprechenden Daten nicht relativ bereitgestellt werden k�onnen. Die zugeh�origenProbleme sind f�ur Relativerweiterungen noch nicht konstruktiv gel�ost worden.)als auch auf die Darstellung der algebraischen Zahlen (teilweise wird intern eineProduktdarstellung verwendet, d.h., alle Zahlen werden als Exponentenvektorenf�ur ein geeignetes multiplikatives Erzeugendensystem gespeichert), so da� kurzeLaufzeiten auch die Existenz geeigneter Datenstrukturen wiederspiegeln.Wir beginnen mit einem CM-K�orper [31, Beispiel 1, Seite 84]:



2. NORMGLEICHUNGEN 77E := Q(�) �2 � 19� + 86 = 0oE = Z[�], dE = 17F := E(�) �2 + (18� 2�)� + � = 0oF = E [�], dF = �20oEDa F ein CM-K�orper ist, m�ussen wir in Algorithmus 4.8 nur eine quadratischeForm betrachten. � NE=Q(�) #L 4.8 4.1435� 3� 4 1 0,5 1,5�3 9 0 0,4 0,414� � 16 1 0,4 1,4130� 11� 136 0 0,5 0,2(4 + 4�) 1696 0 1,0 0,3�(14� 11�) 7676 0 2,7 0,7�(2 + 10�) 8984 2 3,2 2,1�(8� 15�) 17134 0 5,8 0,6�(10� 19�) 27536 2 8,8 2,0�(17 + 20�) 41149 2 13,0 2,035337� 3048� 1233369 8 360 3,1(In den letzten beiden Spalten steht die Laufzeit in Sekunden der entsprechendenAlgorithmen.) W�ahrend die Laufzeit von Algorithmus 4.8 etwa linear in NE=Q(�)zu sein scheint, ist die von 4.14 ann�ahernd konstant. F�ur kleine �, die L�osungenhaben, ist daher 4.8 vorzuziehen. Auch wenn wir nur an einer L�osung interes-siert sind und wissen, da� sie existiert, ist 4.8 oft vorzuziehen; im letzten Beispielben�otigen wir nur 1,3 sec. um die erste L�osung zu �nden. Bei zuf�alligen rechtenSeiten ist Algorithmus 4.14 in jedem Fall vorzuziehen, i.allg. kann dort schon nachdem Schritt (L�osung in F) abgebrochen werden.Das n�achste Beispiel ist [18] entnommen, es zeigt, da� die in den letzten Kapitelnbereitgestellte Theorie [18, Algorithm 6.1] deutlich verbessert.E := Q(�) �3 + 2�2 +�1� + 2 = 0!1 = 1, !2 = �, !3 = �+�22[oE : Z[�]] = 2, dE = �59F := E(�) �3 + �2 + (!1 + 2!2 + 3!3)� � (2!1 � !3) = 0oF = oE [�], dF = (15!1 � 48!2 � 48!3)oE



78 V. BEISPIELEF�ur die Regulatoren gilt regF=Q � 31; 412, regF=E � 9; 928 und regE=Q � 0; 791, soda� nach Satz 2.9 die Norm UF surjektiv auf UE abbildet. W�ahrend der in [18, Al-gorithm 6.1] vorgestellte Algorithmus noch 14289 quadratische Formen ausz�ahlenmu�te, kommt Algorithmus 4.8 mit 133 aus. Da der wesentliche Unterschied dieserAlgorithmen in der Verwendung der Relativeinheiten liegt, illustriert dies derenWichtigkeit.� NE=Q(�) #L 4.8 4.14!2 + 2!3 8 1 6144 4,58 512 1 60 Std 1112326391000 1872870801843041394471000000000 320 1023 Jahre 118(Die Zeit f�ur 4.8 im letzten Beispiel ist nat�urlich nur gesch�atzt, sie ergibt sichdaraus, da� die Laufzeit im wesentlichen linear von NE=Q(�) abh�angt.) Wenn wirmit einer L�osung zufrieden sind, k�onnen wir die Zeit in dem ersten Fall auf 2,6 sec.und im zweiten auf 5 sec. reduzieren, wobei diese Zeiten "zuf�allig\ sind, sie h�angenausschlie�lich von der in Algorithmus 3.23 gew�ahlten Reihenfolge, die Mengen Kizu durchlaufen, ab.Der n�achste K�orper ist wiederum [31, Beispiel 5, Seite 87] entnommen.E := Q(�) �4 � 4�2 + 7 = 0!1 = 1, !2 = �3+�22 , !3 = �, !4 = �3�+�32[oE : Z[�]] = 1, dE = 1008F := E(�) �5 � !3 = 0oF = oE [�], dF = (15625!1 + 25000!2)oEF�ur die Regulatoren gilt: regF � 541829969; 76, regF=E � 1385082; 90 und regE �2; 42. Daher ist zu erwarten, da� in Algorithmus 4.8 mehr als 106 quadratischeFormen betrachtet werden m�u�ten. Daher haben wir f�ur Algorithmus 4.8 nur dieZeit zum Finden der ersten L�osung gemessen.� NE=Q(�) #L 4.8 4.14�(!1 + !2 + !3 + !4) 4 1 (45) 45�(2!3 + 3!4) 343 1 1 458 4096 10 1 130343 3434 16 1 270



2. NORMGLEICHUNGEN 79Im letzten Beispiel betrachten wir wieder den K�orper von Cartwright und Steger[9] (Seite 73); sie haben mit dem Hasse'schen Normensatz nachgewiesen, da� dieGleichung NF=E(x) = � f�ur � = 264s0u0 � 328u0 + 643s0 + 3369 mit NE=Q(�) =44681791589136 in F l�osbar ist. Wir haben sowohl mit Hilfe von Algorithmus 4.13als auch mit einer Variante von Algorithmus 4.14 versucht, diese Normgleichungzu l�osen. Die Menge M aus Algorithmus 4.13 enth�alt drei Primideale: eines �uberder 2 und zwei �uber der 3. Wir erhalten damit SE mit ebenfalls drei Primidealen.Aufgrund der auftretenden Zerlegung enth�alt SF dann sieben Ideale. Das Ideal berrechnet sich dann zub = oF + 118((4!1 � 2!2 � 6!3 � 2!4)�1 � (6!1 + 6!2 + 9!3 � 3!4)�2+(7!1 + !3 � 6!4)�3)oF ;und es gilt NF=Q(b) = 1=531441.Die Menge der Primideale die in Algorithmus 4.14 betrachtet werden m�ussen, istgr�o�er, dort geht die Zerlegung von � noch mit ein. Wir erhalten #SE = 8 und#SF = 20.Mit Hilfe von Algorithmus 4.14 war es m�oglich, innerhalb von 10 Minuten eineL�osung zu �nden, die jedoch nicht in b liegt. Algorithmus 4.13 hat innerhalbvon 30 Tagen 108 Punkte in der ersten Ellipse ausgez�ahlt und getestet, ohne eineL�osung zu �nden. Auch mit 4.14 war es nicht m�oglich, zu entscheiden, ob es eineL�osung x 2 oF gibt. Das Problem hier ist Schritt (L�osung in oF). Als L�osungerhalten wirx = 17774((412006!1 � 19672!2 + 71192!3 + 36364!4)�1+(584856!1 � 68161!2 + 28072!3 � 13105!4)�2�(134124!1 � 88676!2 + 12914!3 � 113648!4)�3)mit NF=E(x) = �:



80 V. BEISPIELE



SymbolverzeichnisN , Z, Q , R, C nat�urliche, ganze, rationale, reelle, komplexe ZahlenA � B (A < B) f�ur Gruppen A, B: A ist (echte) Untergruppe von BA � B (A � B) f�ur Mengen A, B: A ist (echte) Teilmenge von BE , F Zahlk�orper, 3K, k beliebige Zahlk�orperf , g Polynome, 3oE , oF Maximalordnungen von E und F , 3m Grad von E �uber Q , 3n Grad von F �uber E , 3NF=E Norm von F=E , 4(r1; r2) Signatur von E , 4(si; ti)i relative Signatur von F=E , 4~Vk; Vk (normalisierte) Bewertungen von k, 4Pk Primideale von k, 4j:j Betr�age, 4nv;k, nV jv lokaler Grad, 5SE , SF , _SF Mengen von Bewertungen, 8rE , rF := #SE bzw. #SF , 8rv Anzahl der Fortsetzungen von v, 9Mi;j, (M)i;j M eine Matrix, das (i; j)-te Element von M , 5In Einheitsmatrix, 5�i;j Kroneckersymbol, 5(M jN) 5Uk Einheitengruppe von ok, 7TUk Torsionseinheiten von ok, 7_Pv, Pv Fortsetzungen von v, 9UF ;SF , UE;SE SF bzw. SE -Einheiten, 981



82 SYMBOLVERZEICHNISUAF ;SF := NF=E�1(A) \ UF ;SF , 9U1F ;SF := NF=E�1(1) \ UF ;SFLF , _LF Abbildungen in den "Logarithmenraum\, 10vol(B) Volumen von Bvolu(B) u-Dimensionale Volumen von BregF=E(U), regF=E(F) relativer Regulator von U bzw. von F , 13T2 25[A]R das R Erzeugnis von A (als Modul oder Vektorraum)[[a; b]] := [a; b] \ Zbae die am dichtesten an a gelegene ganze Zahl, bae := ba+ 12cQ, B Q eine quadratische Form,B die zug. bilineare Form, 26, 30dZ(�) Z-Gitterdiskriminante von �, 26� , � 29, 29K := Rr1 � C r2 , 29TF=E2 relative T2-Norm, 31cl(a) Klasse von a in der KlassengruppeSt(�) Steinitzklasse von �, 32ax;� Koe�zientenideal zu x in �, 32d(�) Gitterdiskriminante von �, 34dk K�orperdiskriminante von keP=p, fP=p Verzweigungsindex, Tr�agheitsgrad, 57bac := maxfr 2 Z j r � ag, ("Floor-Funktion\)dae := minfr 2 Z j r � ag, ("Ceiling-Funktion\)
rr hermitesche Konstante [46, 3 (3.35a)]B2r euklidische Kugel mit dem Radius rB1r Kugel in der Maximumsnorm mit dem Radius r
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ZusammenfassungSeien F=E=Q algebraische Zahlk�orper, NF=E : F ! E die Relativnorm und oE dieMaximalordnung von E . Ziel dieser Arbeit ist es, f�ur eine gegebene Zahl � 2 oE ,zu entscheiden, ob es ein x 2M � F mitNF=E(x) = �gibt, wobei M eine Ordnung, ein oE -Modul von vollem Rang oder, f�ur F=E Ga-lois'sch, ganz F sein kann.Zun�achst wird dazu die Einheitengruppe UF von oF untersucht. Wir bestimmenf�ur die Untergruppe U1F := fx 2 oF j NF=E(x) = 1gder Einheitengruppe ein Erzeugendensystem und de�nieren ein Ma� f�ur die "Gr�o�e\dieser Menge, den relativen Regulator regF=E(U1F). In Analogie zur Einheitenbe-rechnung in Erweiterungen von Q geben wir ein Verfahren zur Berechnung dieserGruppe an.Im n�achsten Kapitel der Arbeit entwickeln wir eine Theorie f�ur Gitter �uber Zahl-k�orpern, die es uns erm�oglicht, Verfahren aus der "Geometrie der Zahlen\ in un-serem Fall anzuwenden. Speziell erarbeiten wir einen Reduktionsalgorithmus, derden bekannten LLL-Algorithmus kanonisch erweitert und verbessern dar�uber hin-aus das von A. Jurk entwickelte Verfahren, um alle Elemente mit beschr�ankterL�ange in einem "Relativ\-Gitter zu �nden.Im letzten Kapitel �ubertragen wir dann zun�achst das Fincke'sche Ellipsoidverfah-ren zum L�osen von Normgleichungen in Ordnungen auf den relativen Fall, wobeiwir die in den ersten Kapiteln entwickelten Methoden verwenden. Dies benutzenwir dann, um f�ur relativ Galois'sche Erweiterungen Normgleichungen in K�orpernzu l�osen, wobei wir, ausgehend von den Methoden von D. Garbanati, ein (gebro-chenes) Ideal bestimmen, das die gesuchte L�osung enthalten mu�. Nach einigenUntersuchungen �uber die Komplexit�at der betrachteten Verfahren, geben wir nocheinen Algorithmus an, der statt geometrische Methoden algebraische verwendet,um Normgleichungen zu l�osen; wir versuchen, eine L�osung als Potenzprodukt ge-wisser S-Einheiten zu erhalten.Wir schlie�en diese Arbeit mit einigen Beispielen, die das Potential der verschie-denen Verfahren demonstrieren.
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